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Prologo

Presentamos un nuevo volumen de la serie Relatos y experiencias docentes, esta vez en Educacion
Matematica, son productos de trabajos desarrollados en el marco del proyecto de investigacion
Configuraciones de clases de Matematica: estilos, comprensién de objetos matematicos e implicancias
educativas, el cual nuclea a los autores. Estos relatos estan pensados para el profesor que no
necesariamente hace investigacion, pero estd preocupado por la ensefianza y el aprendizaje de la
matematica. Nuestro propdsito es brindar algunas herramientas para llevar al aula, pensar y reflexionar sobre
ellas, con la intencién que puedan ser el punto inicial de nuevas y renovadas propuestas de clase.

En el primer capitulo de este libro, nos centramos en el analisis sobre cuales son las configuraciones de
clases de matematica que se pueden reconocer en el nivel superior y las tareas y estrategias de ensefianza
que privilegian los profesores de matematica. El estudio se basd en la observacion, analisis e interpretacion
de las practicas docentes de profesores que desarrollaron sus actividades en catedras del area de
matematica en fres instituciones de nivel superior y universitario de la ciudad de Villa Maria (Cérdoba,
Argentina), durante los afios académicos 2014, 2015 y 2016.

En el segundo capitulo, proponemos un abordaje tedrico sobre las narrativas pedagodgicas como
herramientas para valorar la comprension que alcanzan los estudiantes sobre los objetos involucrados en un
conjunto de practicas matematicas. Relacionado con este marco de referencia, el tercer capitulo muestra un
ejemplo de analisis de narrativa, buscando poner en evidencia la importancia que tiene la herramienta no
solo para el estudiante, sino también para el docente, a quien le permite realizar una evaluacién continua y
permanente del avance del estudiante y del proceso de ensefianza.

En el cuarto capitulo, se describe el modo en que se ve favorecido el desarrollo de competencias en analisis
didactico por parte de un grupo de profesores de matematica, mientras realizaban un curso de formacién
docente sobre Divisibilidad. Para ello, se propusieron y desarrollaron tareas profesionales que tienen como
objetivo realizar analisis didacticos, con base en las herramientas tedricas que fueron emergiendo en el curso
de formacion en el que participaron.

El quinto capitulo se encamina en mostrar distintos problemas de Divisibilidad y Teoria de Numeros que
pueden oficiar de disparadores para trabajar en clase sobre estos objetos matematicos. Se plantea la
relevancia de cada uno de ellos, y se muestran distintos caminos de resolucién que puedan llevar a cabo los
estudiantes y los procesos cognitivos que intervienen. El escrito busca enfatizar la importancia de trabajar
con problemas que admitan diferentes opciones de resolucion y exploracién, argumentando, tomando
decisiones, utilizando distintas herramientas y validando cada estrategia elegida.

En el sexto capitulo, nos enfocamos en reflexionar sobre la importancia de la interdisciplinariedad como un
modo de relacionar dentro del aula a la matematica con disciplinas que necesitan de sus herramientas, tales
como la biologia, la fisica o la quimica. Los avances tecnoldgicos y las interconexiones que se realizan entre
los distintos campos profesionales de la ciencia no dejan exenta a la matematica, y exigen que los profesores
lleven a las aulas problematicas actualizadas, donde los alumnos puedan ver la conexién y el aporte que la
matematica realiza en todas las demas ciencias, puesto que ya no basta con ensefiar solamente técnicas y
algoritmos.

Hacia el séptimo capitulo nos abocamos a situaciones dentro del campo de la Estadistica. Se plantea aqui la
problemética de aplicar métodos algoritmicos en la ensefianza del anélisis de datos y la probabilidad, y se
busca dar respuesta por medio de una reformulacion de los instrumentos didacticos para utilizar en las
clases. Se pone a consideracién un dispositivo de caracter dinamico y colaborativo, organizado en torno a la
utilizacion de un software especifico para el andlisis de datos, ademas de la combinacion con distintos
soportes digitales (archivos colaborativos online y redes sociales) para una mayor interaccion entre los
estudiantes y los docentes.

En el octavo capitulo presentamos un trabajo exploratorio acerca de las concepciones iniciales que tienen
futuros Profesores de Matematica sobre la probabilidad al aplicar el enfoque clasico o laplaciano. Para ello se
estudiaron las préacticas operativas y discursivas de estudiantes del Profesorado en Matematica al resolver
tres tareas que implicaron la asignacién de probabilidades a espacios muestrales equiprobables. El andlisis
se efectué empleando las herramientas configuracion epistémica y configuraciéon cognitiva del Enfoque



Ontosemittico del Conocimiento y la Instruccion matematica. Los resultados evidencian falencias para
reconocer espacios equiprobables y para interpretar el resultado obtenido segun el tamafio de la muestra, lo
cual guarda correspondencia con los estudios realizados por diferentes investigadores sobre Educacion
Estadistica.

El noveno capitulo plantea la problematica que se le presenta al profesor al abordar contenidos que lleven a
transitar de la Aritmética al Algebra. Nos centramos en la actividad de disefiar buenas tareas para tal fin y le
agregamos la necesidad de valorar la comprension que alcanzan los estudiantes en estos temas. Para ello,
se proponen dos tareas, las cuales son analizadas y comentadas a la luz de referentes tedricos, con la
finalidad de que sirvan como ejemplos para seguir pensando en la clase de Algebra.

Por ultimo, el décimo capitulo presenta un marco epistémico y didactico de referencia para el calculo del area
de figuras compuestas. En primera instancia discutimos y reflexionamos sobre la complejidad del tema,
revisamos la literatura, investigaciones en Educacion Matematica y disefios curriculares, entre otros
documentos. Puntualmente, proponemos un conjunto de indicadores de idoneidad epistémica para el disefio
o la valoracion de tareas sobre el calculo del area de figuras compuestas, y una serie de consignas que se
ajustan a los principios enunciados, con un andlisis didactico de las mismas.

Todos los capitulos son el resultado de mucho trabajo y reflexion sobre los procesos de ensefianza y
aprendizaje de la matematica. Es nuestro anhelo que pueda ser Util y claro para los profesores en formacion,
como asi también, para todos aquellos que buscan enriquecer dia a dia sus practicas de ensefianza,
incorporando resultados de investigaciones en Educacion Matematica.
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Configuraciones de clases de matematica
en el nivel superior

Marcel David Pochulu y Raquel Susana Abrate
1.1. Introduccién

La ensefianza de la matematica en el nivel superior plantea grandes desafios para los profesores, pues las
tendencias en educacion matematica marcan que deberia ensefiarse de manera contextualizada, a través de
la resolucion de problemas, con uso de nuevas tecnologias, entre otras caracteristicas. En Argentina, la
Comision Nacional de Evaluacién y Acreditacion Universitaria (CONEAU) establece, entre otras condiciones,
que el plan de estudios de cada carrera debiera estar adecuadamente integrado para lograr el desarrollo de
las competencias necesarias para la identificacion y solucion de problemas abiertos por parte de los
estudiantes. Para el Ministerio de Educacion (2001), los problemas abiertos se entienden como aquellas
situaciones reales o hipotéticas que plantean los profesores a sus estudiantes y son considerados, al mismo
tiempo, como un indicador més de la calidad educativa que brinda la universidad.

Existen numerosos trabajos referidos a la ensefianza de la matematica donde se proponen algunos principios
y lineamientos generales para la clase, con la finalidad de lograr desarrollar capacidades o competencias
especificas en los estudiantes. A su vez, se tienen trabajos centrados en el andlisis del tipo de tareas que los
profesores proponen a los estudiantes, pues se consideran clave para conseguir una ensefianza de calidad
(por ejemplo, Mason & Johnston-Wilder, 2004; Tzur, Sullivan & Zaslavsky, 2008; Zaslavsky & Sullivan, 2011).

Estas investigaciones pusieron el foco en diferentes aspectos. Por ejemplo, Swan (2007) estudié la
naturaleza y tipologia de tareas; Stein, Smith, Henningsen & Silver (2000) y Rodriguez, Pochulu y Ceccarini
(2011), las caracteristicas que debe cumplir una tarea para ser estimulante o retadora para el alumno;
Charalambus (2010), el papel que tiene el profesor en la implementacién de la tarea a fin de lograr un
proceso cognitivo relevante en los alumnos; Giménez, Font y Vanegas (2013), el disefio de tareas en la
formacion de futuros profesores de matematica de secundaria; Pochulu, Font y Rodriguez (2016), el analisis
y disefio de tareas en profesores de profesores para promover un estilo de ensefianza acorde con los
lineamientos curriculares.
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Si bien el tipo de tareas condiciona la actividad de la clase, se sabe que resulta clave la gestién que el
profesor logra hacer de ella. Por tal razén, las diferentes lineas y enfoques tedricos de educacion matematica
se preocupan por establecer pautas y criterios para el disefio de practicas instruccionales idéneas. En este
contexto y situados en el nivel superior, surgen como interrogantes: ;Cuales son las configuraciones de
clases de matematica que se pueden reconocer en el nivel superior? ; Cuales son las tareas y estrategias de
ensefianza que privilegian los profesores de matematica del nivel superior?

En este trabajo se entiende a una configuracion de clase como “la disposicidn, distribucion, organizacion y
tratamiento que efectla el profesor de las distintas instancias y momentos que componen una clase y que le
otorgan caracteristicas particulares y distinguibles de las demas” (Pochulu, 2007, p. 22).

1.2. Sobre el disefio metodolégico

El disefio metodoldgico de toda la investigacién se basd en la observacion, andlisis e interpretacion de las
practicas docentes de profesores que desarrollaron sus actividades en catedras del area de matematica de la
Universidad Nacional de Villa Maria (UNVM), Universidad Tecnoldgica Nacional, Regional Villa Maria (UTN-
FRVM) y en el Instituto de Educacion Superior del Centro de la Republica (INESCER), durante los afios
académicos 2014, 2015y 2016, de acuerdo con lo detallado en la Tabla 1:

Tabla 1: Catedras cuyas préacticas docentes fueron analizadas

7B Carrera Institucion
Profesores
5 Algebra ggnt§QOr lI,:’Uinco y Licenciatura en UNVM
ministracion

3 Geometria | Profesorado en Matematica UNVM

2 Analisis Numérico Profesorado en Matematica UNVM

1 Matematica Discreta | Profesorado en Matematica UNVM

1 Andlisis Matematico  Ingenieria en Tecnologia de los Alimentos UNVM

2 Analisis Matematico Licenciatura en Administracion Rural UTN-FRVM
Profesorado de educacion secundaria de la

2 Matemética modalidad  técnico  profesional  en INESCER
concurrencia con titulo de base

1 Matematica Tecnicatura  Superior en  Gestion vy INESCER

Administracion de las Organizaciones

Para realizar el analisis de las practicas docentes de matematica en el nivel superior, se realizaron
filmaciones de clases, entrevistas semiestructuradas con estudiantes y profesores, y se analizaron carpetas e
instrumentos de evaluacién. A su vez, se utilizaron:

(a) Los constructos de configuracion epistémica, instruccional y cognitiva, junto a la nocién de trayectoria
docente (modo en que se distribuyen las tareas o acciones docentes a lo largo de la clase) que propone el
Enfoque Ontosemiotico del conocimiento y la instruccién matematica (EOS) de Godino (2000, 2003) y
colaboradores. En particular, se analizé el modo en que se articulan los objetos primarios que componen una
practica o actividlad matematica: situaciones problemas, conceptos, propiedades, procedimientos,
argumentos y lenguaje. Para el EOS, los seis objetos primarios se relacionan entre si formando
configuraciones, las que son entendidas como redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas
de practicas -junto a las relaciones que se establecen entre los mismos- y constituyen los elementos del
significado de un objeto matematico particular. A su vez se valord la idoneidad didactica del proceso de
estudio considerando los indicadores que propone Godino, Contreras y Font (2006) para las seis facetas
(epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional, emocional y ecolégica).

(b) La nocidn de escenario de investigacion propuesta por Skovsmose (2012, p. 111) desde la Educacién
Matematica Critica, quien lo define como “una situacién particular que tiene la potencialidad de promover un
trabajo investigativo o de indagacion” en los estudiantes. Ademas, describe distintas tipologias de clases de
matematica al realizar un cruce entre dos dimensiones: el paradigma del ejercicio y el enfoque investigativo.
Hace una distincion con el primero (paradigma del ejercicio), donde se situaria la clase tradicional de
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matematica, propone el trabajo en la clase organizando proyectos que se montan sobre escenarios de
investigacion. Asimismo, advierte que un escenario de investigacién debe promover en los estudiantes la
formulacion de preguntas, la busqueda de explicaciones, la posibilidad de explorar y explicar las propiedades
matematicas, etc. Todo esto esta condicionado por el tipo de problema, tarea o actividad que se les proponga
y obviamente, la gestion de la clase que realice el profesor. Cabe hacer notar que esta nocidén guarda
relacidn con los recorridos de estudio e investigacién que plantea Chevallard (2013), donde el corazén de la
ensefianza esta en la dialéctica de preguntas y respuestas.

Para establecer las configuraciones de clases se crearon convergencias entre los diferentes aspectos que
conformaron las dimensiones de analisis, tratando de encontrar las caracteristicas comunes que se
presentaban entre las practicas de los docentes.

1.3. Algunos resultados

Se reconocieron seis configuraciones de practicas docentes de matematica en el nivel superior, las cuales
guardan relacién con el modo en que se articulan los objetos primarios de una practica, las estrategias
privilegiadas por los profesores y el tipo de tareas que proponen. Dos configuraciones fueron tipificadas en
adidacticas y cuatro en magistrales (ver Figura 1), de acuerdo con la caracterizacion que proponen Godino,
Contreras y Font (2006) en dial6gica, personal, magistral y adidactica.

La numeracién de 1 a 6 se corresponde con clases que presentan una mayor idoneidad didactica (la 1) a una
menor idoneidad didactica (la 6), de acuerdo con la valoracion realizada con los criterios que proponen
Godino, Contreras y Font (2006).

/

e e e e sSes s ss e e e ———————— =
’ \
’ \

Problemas de la Matematica
pura y de la semirrealidad

Tareas de
préactica
K Escenario de investigacion / ; )

Clases adidacticas

Problemas de la Matematica
pura, de la semirrealidad y de
la vida real

i

\)

Teoria relacionada
(conceptos, propiedades
y procedimientos)

Teoria relacionada
(conceptos, propiedades
y procedimientos)

Tareas de
préactica

'
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
\

¥ | Teoria (conceptos, propiedades y Tareas de Tareas de Problemas de la Problemas de la
9 procedimientos) ejemplo  [%9°| practica |®9| semirrealidad | &” vida real
4 Teoria (conceptos, propiedades y | Tareasde Tareas de Problemas de la Matematica
- procedimientos) iy ejemplo practica pura y de la semirrealidad
5 ( Teoria (conceptos, propiedades y Tareas de Tareas de
A ¥4 procedimientos) ejemplo |&9"| practica
~ Tareas de Tareas de
\Y ejemplo - practica

Clases magistrales

Figura 1: Configuraciones de précticas docentes en el nivel superior

Las clases de tipo 1 se llevan a cabo en escenarios de investigacion en los cuales se resuelven actividades
que abordan tematicas de interés para los estudiantes, en tanto refieren a problematicas inherentes a su area
de estudio. La resolucion de estas actividades surge como necesidad de dar respuesta a interrogantes que el
profesor solicita que se formulen en relacién con el contenido que pretende ensefiar, pero que no explicita
(por ejemplo: 4Cudl es la dindmica poblacional de una colmena? ;A qué edad se sacrifica un pollo para
consumirlo?); aunque hay un contenido que el profesor pretende ensefiar, el alumno no lo percibe. Por esta
razon, para obtener resultados positivos, el alumno se ve obligado a explorar, indagar, formular conjeturas,
construir modelos, validarlos. En este tipo de clase hay una redistribucion de responsabilidades, el profesor
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deja de ser el unico poseedor del saber y los estudiantes pueden aportar nuevas preguntas y puntos de vista
a las tareas y actividades.

Las clases de tipo 2 heredan las caracteristicas anteriores, pero es el profesor quien propone la tematica (de
la matematica pura o de la semirrealidad) y desarrolla las actividades y tareas de la clase con el
acompafamiento de los estudiantes. En este caso, no queda el escenario de investigacion al mando de los
estudiantes, sino que es responsabilidad del profesor.

La clase de tipo 3 podriamos considerarla una “buena” clase tradicional, pues si bien se organiza de manera
conservadora (primero la teoria y luego aplicaciones practicas), posee el plus de contar con actividades
enmarcadas en problemas de la semirrealidad y, aunque sea a modo de muestra, con alguna actividad
extraida del contexto real. Con problemas de la semirrealidad aludimos a tareas que parecieran ser realistas
por tener datos de uso cotidiano, pero que tienen como Unico fin resolver ejercicios matematicos rutinarios.

La clase de tipo 4 se parece a la de tipo 3, pero se queda solo en contextos de la matematica pura y de la
semirrealidad. Este tipo de clase son las mas habituales y tienen esquemas parecidos a los presentados en
algunos libros de matematica del nivel superior, donde primero se exponen los componentes tedricos
rigurosamente y con posterioridad, aplicaciones practicas de lo trabajado.

La clase de tipo 5 es la que se alinea con clases de baja idoneidad didactica debido a su modo de
organizacion y complejidad de las tareas. Prescinden de la resolucion de tareas desafiantes y se limitan a
mostrar métodos y algoritmos de calculo de la matematica aplicados a actividades puntuales. Es de destacar
que este tipo de clases suele ser de la preferencia de los estudiantes, en tanto tienden a aumentar la
confianza en sus habilidades para enfrentar las tareas. Esto se debe a que solo requiere que se aprendan
ciertos algoritmos y procedimientos fundamentales para ser aplicados en problemas sencillos y rutinarios,
alejados de toda realidad cotidiana.

La clase de tipo 6 solo se basa en actividades que ejemplifican la teoria, que no es siquiera suministrada por
el profesor y menos aln construida por el alumno. En este tipo de clase es frecuente que el profesor
prescinda de la rigurosidad que caracteriza al lenguaje matematico y las definiciones sean sustituidas por
casos particulares. Por ejemplo, expresar que “las ecuaciones lineales son igualdades entre dos expresiones
como las siguientes...”; “Una matriz es una tabla de doble entrada de nimeros consistente en cantidades
abstractas que pueden sumarse y multiplicarse entre si, como la siguiente...”.

A su vez, estas configuraciones de clases enfatizaron algunos aspectos que fueron distinguidos por los
estudiantes y que les otorga una caracteristica particular, como se describen a continuacion:

Clases con énfasis en la participacion de los estudiantes: Presente en algunas de las configuraciones 1, 2y
3. Existe una clara intencion por parte del profesor de propiciar espacios de analisis, reflexion y discusion con
los estudiantes, estimulandolos para que pregunten y debatan sobre los objetos matematicos involucrados.
Estas clases se caracterizan por tener una alta idoneidad emocional, cognitiva e interaccional. Las
interacciones se realizan a partir de un torbellino de interrogantes con el propdsito de que los estudiantes
efectlen relaciones entre objetos primarios mediante argumentaciones, realicen reflexiones originales,
piensen en términos criticos, identifiquen razones y motivos, efectiien deducciones, creen planes, propuestas
y métodos, entre otras acciones. Estas clases se encontraron montadas sobre escenarios de investigacion,
como propone Skovsmose (2012), o en ausencia del mismo.

Clases con énfasis en redes de relaciones entre objetos primarios: Presente en algunas de las
configuraciones 1, 2, 3 y 4. Las préacticas instruccionales estan orientadas a establecer redes de relaciones
entre los conceptos, propiedades, procedimientos, argumentos y lenguajes con las situaciones problemas
que les dan origen. El profesor busca que el estudiante tome conciencia del grado en que la meta esta
siendo lograda, modifique planes o estrategias implementadas cuando no estan resultando efectivas, utilice
de manera espontanea el conocimiento previamente construido, y acceda a la informacién relevante o
pertinente que requiere la meta por medio de multiples conexiones entre los objetos primarios. Estas
instancias conducen al estudiante (en configuraciones 1y 2) o al profesor (configuraciones 3 y 4) a relacionar
y vincular toda la informacion que se posee al respecto, realizando profundas reflexiones, meticulosos
analisis y organizando los contenidos en redes de relaciones entre objetos primarios de manera coherente.
Estas clases se caracterizan por tener una alta idoneidad epistémica, interaccional y ecoldgica, y a veces
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baja idoneidad emocional, pues no suele ser el modelo de ensefianza donde el estudiante se siente mas
comodo para la clase de matematica.

Clases con énfasis en el conjunto de reglas: Presente en las configuraciones 4 y 5. El profesor le otorga vital
importancia al conjunto de reglas presentes en la actividad matematica, fundamentalmente los conceptos,
definiciones, propiedades, lemas, teoremas y proposiciones, para poder abordar cada situacién problema.
Estas practicas instruccionales guardan similitud con el modo en que son presentados los objetos
matematicos en los libros de texto tradicionales de la matematica, donde se expone en primera instancia
cuidadosamente cada concepto, propiedad y teorema involucrado, haciendo hincapié en representaciones
simbdlicas (lenguaje) para exponer las ideas y conclusiones matematicas. A su vez, estas clases se
caracterizan por tener una baja idoneidad interaccional, mediacional y emocional.

Clases con énfasis _en procedimientos y técnicas: Presente en la configuracién 6. Las préacticas
instruccionales se caracterizan por centrarse en la aplicacion de procedimientos, técnicas y algoritmos
propios de la matematica, en desmedro de conceptos, definiciones, propiedades, proposiciones, teoremas y
lemas involucrados en las situaciones problemas. Son clases que tienen una alta idoneidad emocional, pero
baja idoneidad epistémica y cognitiva.

1.4. Conclusiones

El analisis de las practicas docentes de matematica en el nivel superior muestra que aun permanecen ciertas
caracteristicas definidas dentro de las clases magistrales de la ensefianza de esta ciencia, las que por otro
lado vienen siendo reconocidas en diferentes investigaciones (Arias y Rodriguez, 2014; Pochulu y Font,
2011, entre otros). En estas clases, las trayectorias docentes son lineales, partiendo del conjunto de reglas
que involucra una situacién problema (conceptos, propiedades y procedimientos), y los procesos de
instruccion se encuentran intensamente guiados por los profesores, basados posiblemente en la creencia de
que el alumno aprende viendo y el docente ensefia mostrando, y que el gran numero de estudiantes impide
trabajar de otra manera en el nivel superior.

Dentro de estas configuraciones se advierte que los profesores priorizan la reproduccién de conceptos,
propiedades y proposiciones para la resolucion de tareas rutinarias. Los objetos matematicos son abordados
con un conjunto de reglas que resultan obsoletas para la realidad profesional del estudiante, pues se
prescinde de los avances que ha tenido la tecnologia. Metaféricamente podria decirse que son
configuraciones de clases a cargo de profesores del siglo XX, que ensefian una matematica del siglo XVII,
XVIII'y XIX a los estudiantes del siglo XXI. Este tipo de clases es fuertemente criticado por Chevallard (2013)
y las enmarca en el paradigma de la “visita a los monumentos del conocimiento”, pues considera que los
estudiantes deben visitar y admirar (en nuestro caso obras matematicas), sin necesidad de conocer sus
razones de ser presentes o pasadas. En este paradigma, el profesor es una suerte de guia de monumentos
que exalta ante sus alumnos la belleza de estas obras y no hay necesidad de preguntarse por qué ni para
qué, ya que el hecho de que hayan llegado hasta nuestros dias pareciera justificar plenamente su estudio.

Si ademas se tiene en cuenta que los estudiantes deben ser preparados para la resolucion de problemas
abiertos y del mundo real, solo dos configuraciones de clases (la 1 y la 3) toman este objeto de estudio. Por
lo tanto, las clases de matematica del nivel superior adolecen de una cantidad apreciable de aplicaciones y
problemas relacionados con otras ciencias o del mundo real, circunscribiéndose, en general, a problemas de
la semirrealidad o de la matemaética pura, de acuerdo con la tipificacion de Skovmose (2012).

Finalmente, resultd notable observar que los estudiantes no se involucraron activamente de los procesos de
ensefianza y aprendizaje, lo que podria resultar desfavorable para los fines que persigue la ensefianza de la
matematica en el nivel superior. En este sentido, encontramos que los estudiantes entrevistados tienen por
imagen de “buen profesor” aquel que explica incansablemente las tareas a realizar, brinda incontables
ejemplos, presenta de manera sencilla el conjunto de reglas de la matemética y prescinde de toda
complicacion en el tratamiento de los diferentes temas. Es probable también que estas creencias y visiones
hayan llevado a que marcaran preferencias hacia las clases con énfasis en procedimientos y técnicas, y una
desvalorizacion de aquellas en las que se centraron en redes de relaciones entre objetos primarios o
montadas en escenarios de investigacion; en tanto el “mundo matematico” que les presenté cada profesor en
sus trayectorias docentes estaba coincidiendo o alejandose del que conocian o al que estaban
acostumbrados en su formacidn previa.
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2.1. Introduccion

Sabemos que los procesos de ensefianza y de aprendizaje debieran estar orientados hacia la construccion
de un conocimiento significativo y de calidad; para ello, se requieren de instancias evaluativas que permitan
la construccion de un conocimiento cualificado, relevante y que generen sentidos para el propio estudiante.
Solemos estar preocupados para que nuestros estudiantes logren comprender lo que se aborda en la clase
de matematica, pero ¢qué significa comprender un objeto matematico?

La nocién de comprension tiene multiples acepciones y numerosos investigadores en Educacion Matematica
la caracterizan, como Godino (2000 y 2003), Font (2001), Pino-Fan, Godino y Font (2011), Pochulu (2011),
Rodriguez, Pochulu y Ceccarini (2011), entre otros. En este trabajo, la entendemos del siguiente modo, a
partir de una adaptacion expresada en INFD (2010, p. 122):

Comprender un objeto matematico significa (...) producir, organizar y reorganizar la red de
relaciones que se deben establecer en la resolucién de una situacion problematica (intra y extra-
matematica) que “obliga” al funcionamiento del objeto, los procedimientos o técnicas que se
despliegan para resolverla, las definiciones, propiedades, argumentos que validan las acciones
realizadas, todas ellas soportadas y reguladas por el lenguaje (...), propio de la Matematica, y la
lengua natural.

Esta concepcion involucra al profesor en el disefio de buenas tareas de matematica para tal fin y una gestion
de la clase apropiada, para que el estudiante pueda ser capaz de articular coherentemente y establecer
relaciones entre seis elementos: las situaciones problemas en las que participa el objeto matematico, los
conceptos, las propiedades, los procedimientos, los argumentos y el lenguaje. No obstante, tal como se
sefiala en INFD (2010), al reflexionar sobre esta acepcion, la pregunta que subyace de fondo es: como
sabran los docentes y los estudiantes que se ha alcanzado la comprension de determinado objeto
matematico? ; Cdmo recabamos informacion sobre la comprension alcanzada por un estudiante?
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2.2. Herramientas y constructos de la Didactica de la Matematica

Para encontrar respuestas a las preguntas anteriores podemos recurrir a constructos y herramientas de la
Didéactica de la Matematica. Por ejemplo, el Enfoque Ontologico y Semiético del conocimiento e instruccion
matematica (EOS) que propone Godino (2000, 2002, 2003) considera que toda practica o actividad
matematica esta centrada en la resolucién de problemas (en el sentido mas amplio de su acepcion, los
cuales van desde simples ejercicios a instancias de modelacién), y se pueden encontrar algunos o todos de
los siguientes elementos primarios:

- Situaciones problemas: Problemas mas o menos abiertos, aplicaciones extramatematicas o
intramatematicas, ejercicios, etc. Constituyen las tareas que inducen la actividad matematica.

- Conceptos: Estan dados mediante definiciones o descripciones (numero, punto, lado,
perimetro, baricentro, etc.), técnicas o acciones del sujeto ante las tareas matemaéticas
(operaciones, algoritmos, técnicas de calculo, procedimientos, etc.).

- Propiedades o proposiciones: Comprenden atributos de los objetos matematicos, los que
generalmente suelen darse como enunciados o reglas de validez.

- Procedimientos. Comprenden algoritmos, operaciones, técnicas de calculo o modos de ejecutar
determinadas acciones.

- Argumentaciones: Se usan para validar y explicar la resolucién que se hizo de la situacion
problema. Pueden ser deductivas o de otro tipo, e involucran conceptos, propiedades,
procedimientos o combinaciones de estos elementos.

- Lenguaje: Términos, expresiones, notaciones, graficos, etc. Si bien en un texto vienen dados
en forma escrita o grafica, en el trabajo matematico pueden usarse otros registros como el
oral, corporal o gestual. Ademas, mediante el lenguaje, sea este ordinario, natural o especifico
matematico, también se describen otros objetos no linguisticos.

Para el EOS, los seis objetos primarios que estan presentes en una practica matematica se relacionan entre
si formando configuraciones. Estas configuraciones (figura 1) son entendidas como las redes de objetos
intervinientes y emergentes de los sistemas de préacticas y las relaciones que se establecen entre los
mismos, y constituyen los elementos del significado de un objeto matematico particular. Las configuraciones
pueden ser epistémicas o instruccionales, si son redes de objetos institucionales (extraidas de un texto
escolar, obtenidas de la clase que imparte un profesor, etc.), o cognitivas, si representan redes de objetos
personales (actividad de los estudiantes). Tanto los sistemas de practicas como las configuraciones se
proponen como herramientas tedricas para describir los conocimientos matematicos, en su doble version,
personal e institucional (Godino y Batanero, 1994).
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Figura 1: Configuracién Epistémica/Cognitiva adaptada de D’Amore, Font y Godino (2007)
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Podemos advertir que, en las configuraciones epistémicas/cognitivas, las situaciones-problemas son las que
le dan origen a la propia actividad matematica y las que vienen a motivar el conjunto de reglas que aparecen
en ella. El lenguaje, por su parte, sirve de instrumento para accionar en la actividad matematica que
acontece. Los argumentos, en tanto, los entendemos como practicas que aparecen para justificar las
definiciones, procedimientos y proposiciones, las que estan reguladas por el uso del lenguaje que, por su
parte, sirve de instrumento para la comunicacién.

Cada objeto matematico, dependiendo del nivel de analisis que se quiera hacer, puede estar compuesto por
entidades de los restantes tipos. Un argumento, por ejemplo, puede poner en juego conceptos,
proposiciones, procedimientos o combinaciones entre ellos y, obviamente, esta soportado por el lenguaje.

El EOS concibe a la comprensién basicamente como competencia y no tanto como proceso mental (Godino
2000, Font 2001), pues sostiene que un sujeto comprende un determinado objeto matematico, cuando lo usa
de manera competente en diferentes préacticas.

En sintesis, podriamos valernos de esta herramienta (configuracion epistémica/cognitiva) para tener insumos
que pudieran dar informacién sobre la comprension que alcanzé un estudiante sobre cierto objeto
matematico. De todos modos, ¢,cdmo podemos recolectar esta informacion?

Si se tienen pocos estudiantes, es facil obtener datos a través de sus practicas operativas y discursivas, con
lo cual vamos estructurando el modo en que cada uno de ellos articula los seis objetos primarios en redes de
significado (configuracién cognitiva). Si el nimero de estudiantes es numeroso, practicamente es imposible
llevar a cabo un estudio personalizado de lo que acontece en la estructura cognitiva de cada uno de ellos. Un
camino posible es recurrir a las narrativas o diarios de clase.

Se entiende a la narrativa como un instrumento que permite recoger datos significativos sobre los procesos
de ensefianza y aprendizaje, ademas de la reflexiéon sobre los mismos, su andlisis y sistematizacion.
Asimismo, una narrativa permite recolectar opiniones, argumentos, destrezas y actitudes presentes en
situaciones reales de aprendizaje, y posibilita el rescate de las discusiones espontaneas entre los estudiantes
en las puestas en comun iniciales.

Las narrativas tienen por finalidad recuperar aspectos relacionados con la Resolucién de Problemas y los
procesos cognitivos involucrados en ella. Es complejo dar un concepto de “problema” y son numerosos los
autores que han dedicado esfuerzos para definir o caracterizar el mismo, con multiples acepciones. Al
respecto, Rodriguez (2012, p. 155) resalta el hecho de que:

Uno define el concepto de problema para un sujeto, y no simplemente la nocién de problema.
Esto expresa que lo que para un individuo resulta ser un problema, bien podria no serlo para
otro. Esta relatividad al sujeto es una caracteristica inherente al concepto y a la vez empieza a
poner de manifiesto la complejidad de su uso en el aula.

Debido a que la cualidad de “ser problema” es una cuestion relativa al sujeto que resuelve, esto viene a
significar que, frente a una primera lectura, el estudiante no sabe exactamente cuél es el camino que debe
seguir para resolver. Esta incertidumbre lo lleva a explorar distintas estrategias no formalizadas para
acercarse a la resolucion, las cuales no necesariamente son exitosas o validas desde el punto de vista
matematico. No obstante, estas estrategias, o heuristicas, son las que estan presentes en el trabajo del
matematico cuando se encuentra ante una conjetura o problema abierto. En consecuencia, este tipo de
estrategias son las que adquieren especial interés para la alfabetizacidn matematica que se pretende
instaurar en los estudiantes, intentando que las incorporen, reflexionen sobre ellas, mas alla del éxito que
alcancen o0 no en la resolucion, y con los contenidos matematicos que hayan sido necesarios considerar en la
actividad (Rodriguez, 2012).

De todos modos, no es cuestion de que se le proponga a un estudiante que realice una narrativa de un
problema y con ello sera suficiente para valorar la comprensién lograda sobre cierto objeto matematico.
Inicialmente es necesario que exista una retroalimentacion entre el profesor y estudiantes, en el sentido de
devolucién de su trabajo, pidiendo que se profundicen ciertos aspectos del escrito, se amplie informacion, se
justifique mejor un razonamiento, etc. En el escrito que el estudiante realiza de la resolucion del problema se
podran recuperar los conceptos, propiedades, procedimientos, argumentos y lenguaje que utiliza, y cdmo los
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mismos se relacionan y entrelazan. Casualmente estos elementos constituyen una Configuracion Cognitiva y
dan informacion sobre la comprension alcanzada de acuerdo a INFD (2010).

Un punto relevante es la seleccion de los problemas que les proponemos a los estudiantes. En este sentido,
es interesante lo que nos propone Skovsmose (2012) desde la Educacién Matematica Critica, como linea u
enfoque tedrico de la Didactica de la Matematica. Skovsmose (2012) describe distintas tipologias de clases
de Matematica al cruzar dos dimensiones: el paradigma del ejercicio y el enfoque investigativo. Haciendo una
distincion con el primero (paradigma del ejercicio) donde se situaria la clase tradicional de Matematica,
propone el trabajo en la clase organizando proyectos que se montan sobre escenarios de investigacion.

Skovsmose (2012, p. 111) le da el nombre de “escenario de investigacion a una situacién particular que tiene
la potencialidad de promover un trabajo investigativo o de indagacion” en los estudiantes. Este ambiente de
aprendizaje viene a contraponerse totalmente al paradigma del ejercicio que ha caracterizado
tradicionalmente a las clases de Matematica.

Si se tienen en cuenta los dos paradigmas que pueden dominar las clases de Matematica: del ejercicio o de
investigacion y, ademas, se consideran como referencia contextos de la Matematica pura, de la semirrealidad
o situaciones de la vida real, se tendrian los siguientes ambientes de aprendizaje:

Tabla 1: Ambientes de aprendizaje (Skovsmose, 2012, p. 116)

Formas de organizacion de la
actividad de los estudiantes
Paradigma del Escenarios de

ejercicio investigacion

Matematicas puras

Tipo de

. Semirrealidad
referencia

Situaciones de la vida real

©00
© 00

Skovsmose (2012) expresa que la educacion matematica se mueve solo en los ambientes (1) y (2) de la
Tabla 1, y sugiere moverse por los restantes. También sostiene que en los escenarios de investigacion los
estudiantes estan al mando, pero se constituyen en tal si aceptan la invitacién, la cual depende del profesor.
Ademas, “lo que puede constituirse en un escenario de investigacidn para un grupo de estudiantes en una
situacion particular puede no convertirse en una invitacidén atractiva para otro grupo de estudiantes”
(Skovsmose, 2012, pp. 114-115).

Advierte, ademas, que un escenario de investigacion debe promover en los estudiantes la formulacion de
preguntas, la busqueda de explicaciones, la posibilidad de explorar y explicar las propiedades matematicas,
etc. Todo esto esta condicionado por el tipo de problema o actividad que se les proponga y, obviamente, la
gestion de la clase que realice el profesor.

2.3. ; CoOmo empezar con narrativas?

Un modo de comenzar con narrativas seria proponerles a los estudiantes que presenten un escrito donde
reunan sus mejores producciones, con la intencién de mostrar lo que han aprendido en Matematica. No
obstante, tendremos que dar algunos criterios para orientarlos. Todo dependera de los objetivos que nos
proponemos para el espacio curricular, el campo profesional en el cual se inserta la materia, etc.

Por ejemplo, podriamos pedir a los estudiantes que escojan algunas resoluciones de problemas bajo ciertas
condiciones:

- El problema que involucré mayor cantidad de estrategias. Aqui seleccionaras el problema que
te llevo a usar la mayor cantidad de estrategias (exitosas o0 no) para llegar a la solucién. Detallaras
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todo el proceso de resolucidn indicando las estrategias que has empleado, por qué las abandonaste,
lo que pensaste en el camino, etc. Es de destacar que en la narracion tendras que hacer énfasis en
las estrategias que se pusieron en juego. Tendras que identificarlas y debe quedar claro cuél es la
estrategia y en qué se diferencia de la otra. No podria quedar un texto continuo y que la persona
que lee detecte donde hay estrategias diferentes.

- El problema que involucré muchos intentos de resolucion y no pudiste culminarlo. Aqui
expondras el problema que te resultdé mas dificil, que intentaste de muchas maneras y no llegaste a
una solucién, o no te sientes seguro/a de ella. En la narracién debera quedar claro cuéles son los
diferentes intentos, tendras que indicarlos y marcar para cada uno de ellos por qué lo abandonaste y
por qué es diferente al anterior.

- El mejor problema que resolviste solo. Colocaras el problema que consideres que fue el mejor
para vos, fundamentando tu eleccion. De la lectura debe quedar claro por qué es la mejor resolucion
de un problema, lo que es muy distinto a decir que fue “el problema mas facil”, asi que no confundas
ese hecho.

- El mejor problema que resolviste en grupo. Tendras que indicar lo que han pensado, en el grupo,
para la resolucién del problema, recuperando todos los intentos fallidos y no solo el exitoso que los
llevo a la solucién. Esto significa que deberas describir las estrategias que les resultaron Utiles y las
que no fueron Utiles, explicando, en este ultimo caso, por qué las abandonaron o no siguieron con
ellas. Asimismo, tendras que relatar lo primero que se les ocurrié pensar y/o hacer ante el enunciado
del problema (¢un grafico?, sun esquema?, suna ecuacion?, ;una tabla?, etc.). Ademas, tendras
que detallar lo que aportaste personalmente para la resolucion del problema y lo que aportaron los
otros integrantes del grupo.

- El problema que muestra que sabes muchas cosas de Matematica. Aqui incluiras la resolucion
del problema que a tu criterio muestra que sabes muchas cosas de Matematica. Esta descripcion es
central en el trabajo, pues tendras que marcar qué es lo que se muestra de Matematica en el
problema. Una forma de hacerlo es realizar la narrativa y entre paréntesis o en otro color, ir
poniendo si es un concepto, una propiedad o un procedimiento. Al finalizar, podras decir que en la
resolucion del problema se advierten los conceptos, propiedades y procedimientos que describiste
anteriormente y los volvés a mencionar, pero de manera continua.

Para el final del trabajo, no deberan faltar reflexiones y comentarios, los que incluiran, por ejemplo:

- Lo que no te gusto, lo que te resulté dificil y lo que més te agradé de la resolucion de problemas. No
confundas en decir que no te gustd realizar el practico, o que no te gusta Matematica, sino lo que no
te gustd de una resolucion de problemas en particular, dando tus argumentos.

- Lo que aprendiste matematicamente con la resolucion de los problemas (seleccionados y no
seleccionados para el trabajo) y lo que consideras que “no tenés del todo claro aun”. Aca no es
suficiente decir que aprendiste matematica, sino mas bien detallar qué cosas; esto es, qué
conceptos, qué procedimientos y qué propiedades. Podras hacer un mapa conceptual si te parece, o
presentarlo de la manera que sea mas creativa. También explicitards qué preguntas te fueron
surgiendo en la resolucion de los problemas y pudiste responder, y qué cuestiones te quedaron
confusas (siempre en torno a lo matematico de los problemas y no a saber si esta bien presentado o
no un informe).

- Las explicaciones, comentarios y/o preguntas que realizd el/la profesor/a 0 un/a compafiero/a que te
ayudaron a comprender alguna idea matematica. Nuevamente el foco esta en que rescates algo que
dijeron los profesores, compafieros, o0 que viste en un libro o internet y que eso hizo que de golpe se
“hiciera la luz” ante una dificultad, y te ayud6 a comprender mejor una idea.

Seria importante que los estudiantes conocieran los criterios de evaluacion que tendra su trabajo, por
ejemplo:

- Riqueza de estrategias utilizadas en la resolucién de un problema y el analisis matematico en torno
aellas.
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- Uso apropiado de propiedades, conceptos, procedimientos y lenguaje matematico en las
explicaciones y reflexiones.

- Claridad en las reflexiones realizadas en torno al propio aprendizaje matematico alcanzado con la
resolucion del problema.

- Claridad en la escritura y forma de comunicar la informacién.

Para que la narrativa sea un instrumento de aprendizaje, tanto para el profesor como para los estudiantes, es
aconsejable que tenga devoluciones permitiendo su reescritura. Esto posibilita que el estudiante pueda
mejorar sus competencias para:

- Reconocer, describir, organizar y analizar los elementos constitutivos de un problema para idear
estrategias que permitan obtener, de forma razonada, una solucion contrastada y acorde a ciertos
criterios preestablecidos.

- Interpretar y expresar con claridad y precision informaciones, datos y argumentaciones.

2.4. ; Como analizamos una narrativa?

El anélisis de una narrativa no tiene por proposito determinar si una actividad se resolvié correctamente o no.
Es necesario que se identifiquen los conceptos, propiedades, procedimientos, argumentos y uso de lenguaje
que pone en juego el estudiante en la narracion (Figura 2). Esto permitira establecer una configuracion
cognitiva para cada estudiante y valorar a priori la comprensién alcanzada.
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Figura 2: Andlisis de una narrativa para valorar comprensién

A su vez, el proceso de andlisis de una narrativa no culmina en un unico momento. Es recomendable que
retorne al estudiante con nuevos comentarios y preguntas, con el firme proposito de mejorar los procesos de
argumentacion, revisar conceptos, procedimientos o técnicas que ha empleado, reflexionar sobre lo
aprendido y que se planteen nuevos desafios. Los analisis posteriores de las narrativas que fueron
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mejoradas por los estudiantes daran pistas sobre la comprension que efectivamente alcanzaron con los
contenidos involucrados en la tarea.

No debe perderse de vista que una narrativa es una herramienta que nos permite valorar los aprendizajes de
los estudiantes y realizar una evaluacién continua. Asimismo, no debe confundirse esta herramienta de
evaluacién con la calificacion o nota que se busca poner al trabajo realizado por el estudiante.

2.5. Reflexiones finales

Si disponemos de buenos problemas que puedan llevar a los estudiantes a estar en un escenario de
investigacion como lo plantea Skovsmose (2012), y trabajamos con técnicas de narrativas para recuperar
elementos primarios de un objeto matemético, las cuales contemplen aspectos cognitivos y metacognitivos,
podremos valorar la comprensién que alcanzaron sobre los objetos matematicos involucrados. En este
ambiente de aprendizaje tendremos que analizar el modo en que cada estudiante produjo, organizo y
reorganizo la red de relaciones que se establecen en la resolucion de una situacién problematica que obliga
al funcionamiento del objeto matematico, la cual pone en juego los procedimientos, técnicas o algoritmos que
son necesarios, los conceptos, definiciones, propiedades y argumentos que validan las acciones realizadas,
todas ellas soportadas y reguladas por elementos linglisticos (simbdlicos o de la lengua natural). La
organizacion de estos elementos primarios de un objeto matematico constituye una Configuracién Cognitiva
de acuerdo con Godino, Batanero y Font (2007), y da cuenta de la comprension alcanzada por un estudiante,
de acuerdo con INFD (2010).

Es de destacar que las narrativas son un instrumento muy valioso y Util para valorar la comprensidn
alcanzada por los estudiantes, pero tiene como fuertes detractores a los propios profesores y estudiantes.
Los profesores, porque no conciben que se pueda evaluar a través de otros formatos que no sean los
examenes parciales y finales que contienen una serie de problemas y preguntas para ser desarrolladas,
generalmente por escrito, en un tiempo acotado y al final del proceso de ensefianza y aprendizaje. Los
estudiantes, porque les demanda un mayor esfuerzo intelectual y se contrapone al formato que critican, pero
al que estan acostumbrados (evaluaciones tradicionales). El desafio estd en intentar trabajar de un modo
diferente en la clase de matematica y con certeza, se obtendran resultados distintos.
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3. Andlisis de las narrativas de los estudiantes para valorar la comprensién
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3.1. Introduccion

Cuando nos proponemos ensefiar un determinado contenido matematico, resulta ser una preocupacion
constante buscar que los estudiantes logren comprender lo que se aborda en la clase de matematica. Pero,
¢qué significa comprender en matematica? La nocién de comprension tiene multiples acepciones y
numerosos investigadores en Educacion Mateméatica la caracterizan. En nuestro caso hacemos una
adaptacién a la acepcion que le da el INFD (2010, p. 122), cuando expresa que (la negrita nos pertenece):

Comprender un objeto matematico significa (...) producir, organizar y reorganizar la red de
relaciones que se deben establecer en la resolucién de una situacién problematica (intra y
extra-matematica) que “obliga” al funcionamiento del objeto, los procedimientos o técnicas que
se despliegan para resolverla, las definiciones, propiedades, argumentos que validan las
acciones realizadas, todas ellas soportadas y reguladas por el lenguaje (...), propio de la
Matematica, y la lengua natural.

Esta concepcion nos ubica en la postura de disefiar y gestionar buenas tareas de matematica que permitan
establecer una red de relaciones entre los objetos matematicos subrayados en la definicion anterior, los
cuales se vinculan con el contenido o tema de matematica que buscamos que comprendan los estudiantes.
Es de destacar que, si la tarea que se les propone a los estudiantes tiene potencial matematico pobre, se
tornara dificil valorar las relaciones entre estos objetos y, por lo tanto, de la comprension lograda.

Para el Enfoque Ontosemiotico del conocimiento e instruccion matematica (EOS) de Godino, Batanero &
Font (2007), estos elementos conforman los objetos primarios de una practica matematica, la cual se
desarrolla en un contexto institucional. Los objetos primarios participan (todos o algunos de ellos) en una
practica matematica (ya sea operativa o discursiva), y se los identifica como: las situaciones problemas en
las que participa un cierto contenido o tema de matematica, los conceptos, las propiedades, los
procedimientos, los argumentos y el lenguaje (Figura 1). Asociados a cada uno de estos objetos primarios

23



Marcel Pochulu, Raquel Abrate, Aylén Salas, Ivana Gabetta y Silvina Sierra

tendremos los procesos primarios, los cuales estan relacionados con el objeto primario involucrado en la
practica matematica.

Practicas

Problemas

(problematizacion)

Contexto
Institucional
Comunicacion

Lenguajes

Figura 1: Objetos y procesos primarios (Godino, Batanero & Font, 2007)

Estos seis objetos primarios se articulan en configuraciones (Figura 2), las que son entendidas como las
redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas y las relaciones que se establecen
entre los mismos. Las configuraciones constituyen los elementos del significado de un objeto matematico
particular y pueden ser epistémicas o instruccionales, si son redes de objetos institucionales (extraidas de un
texto escolar, obtenidas de la clase que imparte un profesor, etc.), o cognitivas, si representan redes de
objetos personales (actividad de los estudiantes). Tanto los sistemas de practicas como las configuraciones
se proponen como herramientas teoricas para describir los conocimientos matematicos, en su doble version,
personal e institucional (Godino y Batanero, 1994).
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Figura 2: Configuracién Epistémica/Cognitiva adaptada de D’Amore, Font y Godino (2007)
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Asimismo, cabe preguntarse: ;,como recuperamos o determinamos la red de relaciones que puede producir
un sujeto a proposito de un objeto matematico? Una alternativa es valernos de la narrativa como instrumento
didactico, pues permite recoger datos significativos sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje, ademas
de la reflexion sobre las practicas realizadas. Precisamente, a partir del escrito que el estudiante realiza de la
resolucién de una situacion problema, se pueden recuperar los conceptos, propiedades, procedimientos,
argumentos y lenguaje que utiliza, y como los mismos se relacionan y entrelazan, constituyendo una
configuracién cognitiva. El andlisis entre una configuracion cognitiva (o elementos de ella) con la epistémica
nos brinda informacién sobre la comprension alcanzada sobre un objeto matematico en particular.

El proceso de andlisis de una narrativa no culmina en un Unico momento, pues es recomendable que retorne
al estudiante con nuevos comentarios y preguntas, con el firme proposito de mejorar los procesos de
argumentacion, revisar conceptos, procedimientos o técnicas que ha empleado, reflexionar sobre lo
aprendido y plantear nuevos desafios. Los analisis posteriores de las narrativas que fueron mejoradas por los
estudiantes daran pistas sobre la comprension que efectivamente alcanzaron con los contenidos
involucrados en la tarea.

No perdamos de vista que una narrativa nos permite valorar los aprendizajes de los estudiantes y el proceso
de ensefianza, realizando una evaluacién continua. Asimismo, no confundamos esta herramienta de
evaluacion con la calificacion o nota que se busca poner al trabajo realizado por el estudiante.

Para ejemplificar el anélisis que podemos hacer de una narrativa y valorar la comprensién alcanzada sobre
cierto objeto matematico, tomaremos una situacion problematica que fue trabajada con estudiantes de primer
afio de la Tecnicatura Superior en Gestidn y Administracion de las Organizaciones, del Instituto de Educacion
Superior del Centro de la Republica, Villa Maria, Cérdoba, Argentina. Haremos hincapié solo en algunos
episodios 0 fragmentos que son representativos de los aspectos cognitivos y metacognitivos, las
devoluciones realizadas que permitieron reescribir las narrativas, y los momentos que se advierten
competencias para reconocer, describir, organizar y analizar los elementos constitutivos de un problema. Asi
también, mostraremos ejemplos donde se exponen estrategias para obtener, de forma razonada, una
solucién contrastada y acorde con ciertos criterios preestablecidos, interpretar y expresar con claridad y
precision informaciones, datos y argumentaciones.

3.2. Analisis de una narrativa

A continuacién, mostraremos el analisis de una narrativa referida a la resolucion de determinados problemas
propuestos por el profesor. Lo que haremos es, por un lado, describir la practica del estudiante al resolver
algunos de los items de esta situacion problema y, por otro, identificar elementos que nos permitan conocer
el nivel de comprension que ha alcanzado.

La narrativa surgi¢ ante el pedido del profesor a los alumnos para que escogieran un problema, de alguno de
los trabajos practicos de la materia, que mostrara que sabian muchas cosas de matematica. De manera
previa trabajaron con procesos de escritura académica, texto argumentativo y manejo de herramientas
informéticas, puesto que se asume que la escritura en ciencias se debe ensefiar también en matematica.

Los estudiantes sabian, ademas, que no se trataba solo de presentar una resolucién de un problema que ya
tuvieran hecho, sino de poner en juego lo que sabian de matematica. Esto llev, por ejemplo, a que se vieran
obligados a mostrar diferentes estrategias para un mismo propoésito y sus competencias matematicas, como
asi también, repensar un mismo problema ya resuelto.

Para facilitar el proceso de escritura de la narrativa fue necesario discriminar en el programa de la materia y
entregarselo a los estudiantes, los conceptos, definiciones, propiedades, procedimientos, técnicas, algoritmos
y rutinas que se suponia debian manejar. Esto favoreci6 el proceso de escritura, pues tenian una guia de lo
que se esperaba que mostraran sobre los conocimientos matematicos.

Pasemos ahora al enunciado del problema (un recorte de él) que escogieron los estudiantes cuya narrativa
haremos el andlisis (Figura 3). Para determinar el potencial matematico de la situacién problema tendremos
en cuenta los indicadores que establecen Barreiro, Leonian, Marino, Pochulu y Rodriguez (2017, p. 27), entre
ellos: “las posibilidades de exploracion que la consigna habilita 0 no y las posibilidades de argumentar sobre
la validez de la resolucidn o de la respuesta”. Advertimos que ambos indicadores estan presente de manera
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positiva en la situacion problema, lo cual es favorable si buscamos que los estudiantes puedan producir una
red de relaciones entre los objetos primarios que se ven involucrados en la practica matematica.

A su vez, podemos observar que el enunciado del problema sigue los criterios sugeridos por Barreiro et al
(2007) para la redaccion de consignas. Entre ellos tenemos:

- Cada consigna la redactaremos fal como se la dariamos a nuestros alumnos. Es decir,
evitamos descripciones o enunciados imprecisos o incompletos que les falte desarrollo y que
solo plasmen la idea de lo que se quiere plantear en la clase. (p. 43)

- Siel enunciado relata alguna situacién en un “contexto real”, proponer preguntas que tengan
que ver con el relato y su contexto. Evitar hacer preguntas sobre objetos matematicos, ya que
no tendria sentido que alguien se las hiciera si estuviera en ese contexto. (p. 44)

- Enla medida de lo posible evitar dar informacién que asegure existencia y/o unicidad de algo
buscado. (p. 45)

- Evitar, en la medida de lo posible, pedir directamente que el alumno halle férmulas, resuelva
ecuaciones, trace graficos, etc. En cambio, hacer algunas preguntas donde “eso” sea un
requerimiento tal que, sélo contando con él, se pueda responder la pregunta. (p. 46)

- Incluir el pedido de argumentos o justificaciones en las que deban explicar en lenguaje
coloquial por qué valen las afirmaciones que realiza el estudiante. (p. 46)

Situacion Problema

Problema 4: La Tabla N° 1 que propone Faner' (2012, p. 182) establece parametros ideales para la
cria de un porcino genérico, sin importar su raza. Teniendo en cuenta la misma te pedimos:

a. Encuentres, si existe, una funcion que relaciona el peso del cerdo en funcién del tiempo.
Fundamenta tu respuesta.

b. Encuentres, si existe, el maximo valor de la funcién derivada del peso del cerdo en funcién
del tiempo. Fundamenta tu respuesta.

c. ;Qué relevancia tiene hallar el dato anterior? ;Como se interpreta en el contexto del
problema la informacién que podria estar brindando?

d. Encuentres, si existe, una funcion de utilidad y determines el maximo de la misma. Enumera
cuéles son los supuestos que estableciste para el calculo y determinacion de la misma.

Edad Peso del cerdo (en kg.) Consumo de alimento (en kg.)
Dias Semana Gm.“]?cm Peso acumulado Diario Acumulado
s diaria

0 0 1.400

7 1 0.200 2.800

14 2 0.242 4.400 0.029 0.2

21 3 0.272 6.300 0.043 0s

28 4 0.286 8.288 i

Figura 3: Fragmento de la situacion problema que dio lugar a la narrativa

Consideramos valioso que una consigna pueda admitir diferentes posibilidades de exploraciéon y
argumentacioén, porque le permite al estudiante tomar decisiones, organizar sus intentos 0 modos para
abordar la resolucién, recurrir a heuristicas o utilizar distintas habilidades generales matematicas, reflexionar
sobre sus intentos para sostenerlos o descartarlos, establecer una manera de explicar el porqué de la
respuesta y validar las conjeturas que emergen del proceso. Toda esta informacion es la que nos brinda
posibilidades para analizar las redes de relaciones que se establecen entre los objetos primarios.

¢ Como iniciamos el analisis de la narrativa? En primera instancia, tenemos que identificar los objetos
primarios que se ponen en juego en el escrito del estudiante. Una estrategia que usamos es marcar con otro
color estos objetos, tal como se evidencia en el siguiente fragmento de una narrativa:
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Relacionamos la variable independiente o de entrada “tiempo” (concepto) con la variable
dependiente o de salida “peso acumulado del cerdo” (concepto) para crear una lista de puntos
(procedimiento). Con la lista anterior hicimos un ajuste logistico (procedimiento) para graficar y
obtener la funcién de peso acumulado del cerdo (procedimiento), ya que el ajuste logistico se
utiliza para graficar pesos, poblaciones (concepto), etc., pues son magnitudes que después de
un determinado tiempo tienden a estabilizarse (concepto).

El dominio restringido (concepto) consiste en darle valores de dominio, variable de entrada o
variable independiente a una funcion para contextualizar la situaciéon que se intenta resolver.
Nosotros le dimos valores de tiempo entre 0 y 60 semanas a la funcién Peso(x) en el contexto del
problema (procedimiento).

El coeficiente de determinacion Rcuadrado se utiliza para saber cuanto coincide la lista de
puntos con la funcién graficada, sabiendo que cuanto mas se acerca a 1, mayor sera la
coincidencia (concepto). Nosotros obtuvimos un valor de 0.99755 (procedimiento) lo cual es un
valor que nos indica que la aproximacion es muy buena (concepto).

Este primer estudio permite estructurar la configuracion cognitiva del estudiante y poder contrastarla con la
epistémica, dando una primera aproximacion a la comprension que logré sobre los objetos matematicos

involucrados.

En segunda instancia, es necesario realizar una retroalimentacién al estudiante que le permita mejorar los
procesos de argumentacion y comunicacion. Para ello, se hacen comentarios a la narrativa teniendo en

cuenta algunos criterios que establecen Barreiro et al (2017):

- Evitar dar mas informacion que la estrictamente puesta en juego en la argumentacion del

estudiante,

- Intervenir desde la légica que siguié el estudiante y no desde la que el docente tiene pensada la

resolucion experta del problema,

- Estimular en el estudiante el desarrollo de estrategias de autocontrol,
- Evitar realizar intervenciones solo cuando lo que el estudiante hizo esta mal,
- Pedir explicaciones aun cuando el argumento dado por el estudiante sea correcto.

Ejemplos de estas intervenciones pueden verse en la siguiente devolucién realizada al estudiante (Figura 4).

En Gréfico 2 se pprecian| las resoluciones de los puntos antes mencionados:

15626416
1+ 3043235 ¢ 015

Pessd) (055 80)

Gréfico |

La derivada de una funcion, en este caso peso marginal, se define como la variacion de Kg acumulados del
cerdo/Variacién del tiempo en semanas, para cuando la variacién de las semanas tiende a ser cero
(concepto). En el cdlculo de la derivada por su definicion obtenemos valores exactos, pero con
procedimientos largos, mientras que mediante el software y férmulas de derivacién obtenemos valores
aproximados, pero con procedimientos sencillos, Para obtener la funcion marginal utilizamos el célculo

mediante la definicion de derivada (procedimiento), software (procedimiento) y por formulas de derivacion
(procedimiento) como se muestra a continuacion:

Por definicién de derivadas:

Necesitamos en primera instancia determinar la funcién de Peso Total del cerdo, para ello hacemos un
ajuste apropiado con Excel (procedimiento). EI mejor ajuste que encontramos es un polinémico de grado 3,
tal como se muestra en el Grafico 3. La funcién que mejor se ajusta para este caso es la logistica (concepto
y procedimiento), pero tuvimos problemas al calcular el peso marginal por definicién (procedimiento) ya que
obteniamos valores flégicos).

Profesor
Comentario [1]: Situvieran que
describir la informacion que brinda la
representacion grafica ;qué dirlan? ;para
qué es importante presentar informacién a
través de un grafico?

Profesor []
Comentario [2]: ;Qué titulo deberia
tener este gréfico?

Profesor .
Comentario [3]: ¢Qué significa que
por definicion de derivada se obtienen
valores exactos y por formulas de
derivacion los valores son aproximados?
£ Cémo se dan cuenta de ello?

Profesor [x]

Figura 4: Retroalimentacion realizada al estudiante

[o! ia 41: ;Como se dieron
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Si analizamos cada una de las retroalimentaciones realizadas por el profesor (ver comentarios en la Figura
4), advertimos que todas ellas tienen por proposito alentar los procesos de argumentacion. Esto lleva a que
los estudiantes puedan profundizar redes de relaciones entre los objetos primarios que intervienen en la
practica matematica en cuestion, que son “ingredientes” para valorar la comprensién.

A su vez, las retroalimentaciones buscan que sea el estudiante quien llegue al conocimiento a través de sus
propias conclusiones y no por medio de un conocimiento aprendido o sugerido por el profesor en la pregunta.
Ninguno de los comentarios marca el camino a seguir ni da pistas sobre cémo podria pensarse el problema.

Una reelaboracion de la escritura para los comentarios 1 al 3 de la Figura 4 se aprecia en la Figura 5, donde
se pusieron en juego nuevas redes de relaciones entre objetos primarios. Al mismo tiempo, el proceso de
retroalimentacion continta, pues se busca hacer explicitos los sustentos tedricos del estudiante.

En Gréfico 2 se puede apreciar el aumento que tiene el peso del cerdo a medida que pasa el tiempo
hasta lograr estabilizarse. Al principio podemos ver gue aumenta rapidamente de peso al pasar los dias
para estabilizarse en un valor aproximado de 156.26 Kg. Un gréafico permite que nos demas cuenta cémo
se relacionan las variables puesto que a través de una tabla o de una férmula no siempre es facil.

Poso on kg

"

Gréfico 2: Peso de un cerdo en funcion del tiempo

La derivada de una funcién, en este caso peso marginal, se define como la variacién de Kg acumulados del
cerdo/Variacién del tiempo en semanas, para cuando la variacién de las semanas tiende a ser cero (concepto). En el
célculo de la derivada por su definicidn obtenemos la de peso marginal, pero con procedimientos largos y empleando
aproximaciones, mientras que mediante el software o férmulas de derivacion obtenemos lo mismo, pero es Ln proceso

mas sencillo} Para obtener la funcién de peso marginal utilizamos el calculo mediante la definicién de derivada & tario [1]: Sicalculamos una

(procedimiento), software (procedimiento) y por formulas de derivacién (procedimiento) como se muestra a derivada por definicién, o usamos

continuacién: comandos del software o los hacemas por
formulas de derivacian, ;siempre

Por definicidn de derivadas: obtenemos los mismos resultados? ¢ por

| qué si o por qué no?

Figura 5: Reescritura del estudiante y nueva retroalimentacion

Finalizada la segunda etapa se tendran suficientes evidencias para valorar la comprension alcanzada por el
estudiante. Notemos que valorar la comprension conlleva a un estudio mucho mas profundo y no solamente
nos quedamos con el hecho de que un estudiante pudo resolver un problema.

El trabajo con narrativas ayuda notablemente a los estudiantes en los procesos de comunicacién y
argumentacién. Al mismo tiempo, enriquece la practica matematica y permite valorar los procesos de
ensefianza y aprendizaje, como puede apreciarse en las reflexiones finales que dejo el estudiante en su
trabajo:

Lo que no nos gustd: Buscar las justificaciones en internet, tablas, valores, etc. Nos llevo
tiempo; es dificil encontrar una fuente confiable en muchos casos y ademas nos cost6 organizar
la informacion.

Lo que nos resulté dificil: Fueron las redacciones, organizar los graficos, tablas, pensar las
estrategias, etc.

Lo que mas nos agrado: Fue resolver los problemas, utilizar GeoGebra, Excel.
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Lo que aprendimos en este Practico: Fue sin dudas a calcular los Maximos y Minimos a través
de las raices de las funciones derivadas, ademas de involucrar calculos de volimenes y

superficies que antes no habiamos realizado.

A algunos estudiantes les lleva mas tiempo entender el proceso de escritura y, ante comentarios de

retroalimentacion, tienden a responderlos de manera informal (Figura 6).

b) En segunda instancia definimos lo que es la Derivada.
La Derivada resulta ser el Limite hacia el cual tiende la razén entre el
incremento de la funcién y el que corresponde a la variable, cuando

§ Docente

este ultimo tiende a cero (concepto).
Camino al éxito 1:

Ax -0

C io [1]: Sitenemos en cuenta la
funcién que estan trabajando, ¢interviene una, dos
o mas variables? {por qué?

Comentario [2]: Son dos las variables, una es
la variable independiente y la otra la
dependiente. Me falté poner que es la variable

diente.

Ax

&
Camino al éxito 2:
Otra manera de obtener una derivada es mediante Férmulas de
Derivacién (procedimiento mediante método algebraico).
Camino al éxito 3:
También podemos obtener una derivada a través del Software
GeoGebra (procedimiento mediante método computacional).
En este punto del problema, para obtener la derivada lo hicimos
primero mediante el “Camino al éxito 2” y luego corroboramos la
funcién con el “Camino al éxito 3",

Docente [>J
Comentario [3]: ¢Cémo le explicarias a un
compafiero esta estrategia o camino al éxito como

| ustedes le llaman? )

‘Comentario [4]: Hay que tomar cocientes
entre la variacién de la funcién y la variacién de
la variable independiente. Lo hacemos primero
‘para una variacién de x igual a uno,
determinamos un conjunto de puntos que nos da
la variacién media y hacemos un ajuste de una
funcién. Asflo hacemos con variaciones cada vez
| més chicas, por eso tiende a cero

Docente ()

‘Comentario [5]: ¢Por qué no consideraste el
| “camino al éxito 17

—156.252 % (30.423 % e~0.027d)
(1 + 30.423 = 3—0.027d)2

I —_
P (d) Comentario [6]: Porque ya vimos con otros
ejemplos que nos da una aproximacién de la
derivada porque ajustamos con los modelos que
| tiene el programa que son limitados

Figura 6: Retroalimentacion y respuestas del estudiante

En estos casos, es necesario solicitarle al estudiante que integre sus comentarios en la narrativa mediante un
texto argumentativo, el cual no tiene que verse como yuxtaposicion de preguntas y respuestas de una guia.

3.3. Reflexiones finales

Partimos del hecho que el analisis de una narrativa no tiene por propdsito determinar si una actividad o
problema se resolvio correctamente o no. El propésito estd en identificar los conceptos, propiedades,
procedimientos, argumentos y uso de lenguaje que pone en juego el estudiante en la narracion y mejorar las
relaciones que se establecen entre ellos. De esta manera podremos establecer una configuracién cognitiva
para cada estudiante y valorar a priori la comprensién alcanzada.

La narrativa, como herramienta pedagdgica de ensefianza, nos brinda la posibilidad de que los estudiantes
tengan un rol mas participativo en el proceso de aprendizaje. EI hecho que deban enfrentarse a relatar cémo
interpretan el problema, analizar con qué saberes previos cuentan, qué deben explorar, y todas las acciones
que competen a probar y validar en matematica, resulta provechoso para realizar practicas de metacognicion
e ir regulando el proceso de aprendizaje. Asimismo, a los docentes, nos brinda la posibilidad de realizar una
evaluacion continua y permanente, no solo sobre como avanza el estudiante sino sobre el desarrollo de la
propuesta de clase.

Indudablemente el nimero de estudiantes es un factor decisivo para trabajar con narrativas, pues con una
cantidad elevada se desborda el trabajo del profesor. No obstante, si buscamos obtener resultados diferentes
en los procesos de ensefianza y aprendizaje de la matematica, es necesario cambiar las estrategias
didacticas empleadas en la clase, desde el disefio de tareas, la gestién de la clase y los mecanismos de
evaluacién. Seria un sinsentido hacer lo mismo una y otra vez con la idea de esperar resultados distintos.
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4

Analisis didactico de practicas
institucionales de Divisibilidad

Ricardo Fabian Espinoza y Marcel David Pochulu
4.1. Introduccion

Existen diversos trabajos centrados en el andlisis del tipo de tareas que los profesores proponen a los
estudiantes, como asi también, en el desarrollo de competencias en analisis didactico de los profesores.
Estos trabajos ponen el foco en diferentes aspectos del quehacer de los profesores. Por ejemplo, Swan
(2007) estudi6 la naturaleza y tipologia de tareas; Stein, Smith, Henningsen & Silver (2000) y Rodriguez,
Pochulu y Ceccarini (2011), las caracteristicas que debe cumplir una tarea para ser estimulante o retadora
para el alumno; Charalambus (2010), el papel que tiene el profesor en la implementacién de la tarea a fin de
lograr un proceso cognitivo relevante en los alumnos; Giménez, Font y Vanegas (2013), el disefio de tareas
en la formacién de futuros profesores de matematica de secundaria; Pochulu, Font y Rodriguez (2016), el
andlisis y disefio de tareas en profesores de profesores para promover un estilo de ensefianza acorde a los
lineamientos curriculares.

Si bien el tipo de tareas condiciona la actividad de la clase, se sabe que resulta clave la gestién que el
profesor logra hacer de ella y el estudio que se realice a priori de las tareas que realizaran los estudiantes.
En el caso particular de los Disefios Curriculares para la ensefianza de la matematica en la escuela
secundaria, se expresa que la construccion de conocimientos matematicos se debe realizar a través de la
resolucion de problemas, lo que involucra tanto resolverlos como formularlos. El estudio a priori de las
resoluciones que pueden efectuar los alumnos no solo le dara conocimientos didacticos y matematicos al
profesor, sino que contara con elementos para gestionar adecuadamente la clase.

En este trabajo describimos el modo en que se vio favorecido el desarrollo de la competencia en analisis
didactico de un grupo de 20 profesores de matematica, mientras realizaban un curso de formacion docente
sobre Divisibilidad. El curso fue llevado a cabo en la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales y Agrimensura
de la Universidad Nacional del Nordeste, Corrientes, Argentina.
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Font (2011) y Giménez, Font y Vanegas (2013) sugieren que para desarrollar la competencia en analisis
didactico de los profesores se les debe proponer tareas profesionales. Estas tareas tienen que tener como
objetivo realizar analisis didacticos con base en sus conocimientos, creencias, experiencias previas, o bien,
utilizando herramientas teéricas que van emergiendo en el curso de formacién en el que participan (Giménez
etal., 2013).

Para desarrollar la competencia en analisis didactico optamos por la segunda recomendacién y para ello se
analizaron, en primera instancia, el tipo de situaciones problema a los que responde la Divisibilidad en el
nivel medio, los cuales fueron elaborados a partir del estudio de documentos curriculares, libros de textos de
uso frecuente en el nivel medio y libros de matematica del nivel superior. En la segunda parte, se exhibe un
problema representante de un tipo de problemas y el analisis didactico realizado por los profesores sobre la
practica institucional de su resolucion, para el que se emplean herramientas tedricas y metodologicas
provenientes del Enfoque Ontoldgico y Semiético del conocimiento y la instruccién matematicos.

Es de destacar que el marco tedrico adoptado confiere sustancial importancia a la reconstruccién de tipos de
problemas que resuelve un determinado objeto matematico y el anélisis didactico institucional —realizado por
el profesor sobre problemas o tipos de problemas- se convierte en referencia para el analisis de las practicas
(personales) de los estudiantes. Estos procesos desarrollados por profesores no solo mejoran las
competencias en analisis didactico, sino también persiguen el propdsito de mejorar los procesos de
ensefianza y aprendizaje de la matematica.

4.2. Marco teorico

El Enfoque Ontosemittico del conocimiento y la instruccién matematicos es una teoria de la Didactica de la
Matematica iniciada por el grupo de investigacion denominado “Teoria de la Educacion Matematica®, de la
Universidad de Granada, dirigido por Juan Diaz Godino, en la década de los 90.

Siguiendo a Godino, Batanero y Font (2007), se puede manifestar que los postulados del Enfoque
Ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematicos se relacionan principalmente con la
Antropologia, la Ontologia y la Semidtica, pero también se articulan de manera coherente con supuestos
socioculturales y psicologicos. La Matematica se concibe como una actividad humana, intencionalmente
orientada a la solucion de cierto tipo de problemas, realizada en el seno de instituciones o comunidades de
practicas, actividad que estd mediatizada y apoyada por los recursos linguisticos y tecnolégicos disponibles.
De las préacticas o sistemas de practicas realizadas para resolver problemas, emergen dos categorias
primarias de objetos matematicos: institucionales (sociales, relativamente objetivas, del profesor) y
personales (individuales o mentales, del alumno), por lo que se asume que la Matematica es, ademas de una
actividad, un complejo de objetos culturales (institucionales), axiomatica y deductivamente organizados.

Este enfoque confiere fundamental importancia a las nociones de significados institucionales y personales, y
concibe el significado de un objeto matematico, al que Godino, Batanero y Font (2007) definen como todo
aquello que es indicado, sefialado o nombrado cuando se construye, comunica o aprende matematica, en
términos del sistema de précticas ligadas a un tipo de problemas. Es decir, concibe que el significado de un
objeto matematico es el sistema de préacticas operativas y discursivas que una persona, institucién o
comunidad de practicas realiza para resolver un cierto tipo de problemas en las que dicho objeto interviene
(Godino, Font, Wilhelmi y Arreche, 2009). En este ambito se considera practica matematica a toda actuacion
o manifestacion (linguistica o no) realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a
otros la solucién, validarla y generalizarla en otros contextos y problemas. La nocién de sistema de préacticas
(operativas y discursivas), constituidas por las practicas significativas para resolver un campo de problemas y
compartidas en el seno de una institucion, asume una concepcion pragmatica—antropologica de las
matematicas, tanto desde el punto de vista institucional como personal, y la actividad de resolucion de
problemas se adopta como elemento central en la construccion del conocimiento matematico (D’Amore y
Godino, 2007).

Para un analisis mas fino de la actividad matematica, el Enfoque Ontosemidtico (EOS) incluye seis tipos de
objetos matematicos primarios intervinientes o emergentes de sistemas de practicas (D’Amore y Godino,
2007): situaciones problema, conceptos, propiedades, procedimientos, argumentaciones y lenguaje. Estos
objetos estan relacionados entre si por medio de una funcién semidtica caracterizada, segiin D’Amore y
Godino, como una correspondencia (ya sea relacién de dependencia o funcién) entre un antecedente
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(expresion, significante o representante) y un consecuente (contenido, significado, representado) que
establece un sujeto, persona o institucién de acuerdo con cierto criterio. Dicha correspondencia se establece
entre dos objetos cuando uno de ellos se pone en lugar del otro, 0 bien uno es usado por otro. Con la nocién
de funcién semidtica se evidencia el caracter netamente relacional de la actividad matematica y de los
procesos que difunden el conocimiento matematico.

Los objetos matematicos primarios estan relacionados entre si formando configuraciones (Figura 1),
definidas como las redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas y las relaciones
que se establecen entre los mismos al resolver un problema o un tipo de problemas. Estas configuraciones
pueden ser epistémicas (redes de objetos institucionales) o cognitivas (redes de objetos personales), y
persiguen la finalidad de analizar las practicas matematicas describiendo su complejidad ontosemiética
(Godino, Font, Contreras y Wilhelmi, 2005).

SITUACION PROBLEMATICA

Motivan o
Resuelven

oo CONCEPTOS
PROPIEDADES

PROCEDIMIENTOS

Intervienen y
= condicionan —_— Justifican

~ ARGUMENTOS

/
Py
/
4
Py

Regulan
el uso

LENGUAJE

Figura 1: Configuracién Epistémica/Cognitiva adaptada de D’Amore, Font y Godino (2007)

4.3. Tipos de problemas de Divisibilidad en el nivel medio

El analisis de los documentos curriculares y las situaciones problemas que proponen los libros de texto
habituales de matematica para el nivel medio le permitié al grupo de profesores caracterizar los mismos. Es
decir, los tipos de problemas fueron reconstruidos en el ambito de la capacitacion mencionada y resultaron
ser los siguientes:

- Determinar si un nimero (escrito en su expresion decimal, factorial, factorial prima, en base al

algoritmo de la division y en base a la propiedad distributiva) es divisor, factor, divisible o multiplo de
otro nimero expresado en estas mismas formas.

- Hallar todos los divisores de un nimero (chico, grande, producto de numeros primos grandes y
cuadrado perfecto).

- Determinar la cantidad de divisores naturales de un nimero.

- Determinar la cantidad de divisores de un nimero.

- Identificar la cantidad de divisores de un numero natural conociendo la cantidad de divisores de su

duplo o cuadrado.
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- Decidir si un nimero es primo, compuesto o cuadrado perfecto.
- Hallar un nimero con una cantidad dada de divisores.
- Hallar el menor nimero positivo con una cantidad dada de divisores.

- Indicar la condicion bajo la cual, en una division, el divisor de la misma es divisor del dividendo.

- Decidir qué tipo de fraccion es % cuando a es divisor de b.

- Hallar un numero, 0 mas de uno, conociendo sus multiplos comprendidos entre dos nimeros.

- Identificar una cifra de un numero, expresado en base 10, para que el mismo sea divisible por otro.

- Determinar si la relacion de orden que se establece entre dos nimeros enteros, cuando uno de los
numeros es divisor del otro, es la misma que la que se da entre dos nimeros naturales.

- Decidir si existen dos numeros distintos que tengan los mismos divisores y las condiciones bajo las
que esto sucede.

- Encontrar el minimo comun multiplo entre dos 0 mas numeros cualesquiera (iguales, coprimos, uno
multiplo del otro).

- Encontrar el méximo comun divisor entre dos 0 mas nimeros cualesquiera (iguales, coprimos, uno

multiplo del otro).

4.4. Analisis ontosemiético de una practica de divisibilidad

Expondremos el andlisis a priori realizado por los profesores sobre dos problemas que consideramos son
representantes de Divisibilidad. Este analisis conlleva a explicitar los objetos matematicos involucrados en la
practica institucional de resolucion de la situacidén problema y estudiar el caracter relacional de los mismos.
Para expresar el resultado final del andlisis recurrimos a la herramienta configuracion epistémica/cognitiva
que proporciona el EOS.

Problema 1
Teniendo en cuenta que 187=11x17, ;son correctas
las siguientes afirmaciones?
a) 17 es divisor de 11x17.
b) 11x17+1870 es multiplo de 187.
c) 11x17+16 es multiplo de 187.
En cada caso, fundamenta tu respuesta.

Se trata de un problema intramatematico. En el primer item, la tarea consiste en decidir si un nimero escrito
en base 10, es divisor de otro nimero expresado en su descomposicion factorial prima. En el segundo
apartado, la tarea consiste en determinar si un nimero, expresado en base a la propiedad distributiva, es
multiplo de otro numero expresado en base 10. En el tercer apartado, la tarea consiste en determinar si un
numero, expresado en base al algoritmo de la divisidn, es multiplo de otro nimero escrito en version decimal.

La resolucion de problemas de divisibilidad con nimeros escritos segun su descomposicion factorial prima,
con base en la propiedad distributiva y en el algoritmo de la divisidn, a pesar de ser solicitados desde los
disefios curriculares, no son practicas usuales en el nivel medio, por lo cual este trabajo se constituye en un
aporte.
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En esta practica de resolucién institucional no se trata de desplegar todos los conocimientos que dispone el
Profesor, sino mas bien de ilustrar los procesos cognitivos que a priori se piensa que podria desarrollar un
alumno, cuya practica es considerada adecuada o pertinente. Resumimos a continuacion los aspectos
centrales sefialados por los profesores para la situacién problema.

a) Se puede afirmar que 17 es divisor de 11 x 17, pues es un factor de la descomposicion factorial prima
de 11 x 17. Esto es asi, pues teniendo en cuenta la definicion de divisor (concepto), podemos decir que 17
es divisor de 11 x 17, en tanto existe un numero, el 11, que multiplicado por 17 da por resultado 11 X 17.

b) El nimero 11 x 17 4+ 1870 est& escrito teniendo en cuenta la propiedad distributiva. Como 11 x 17 =
187y 1870 = 187 x 10, y en funcién de la propiedad distributiva del producto respecto de la suma de
numeros, al numero en cuestion (11 x 17 + 1870) se lo puede escribir asi: 187 4+ 187 x 10. Ahora
bien, 187 + 187 x 10 = 187 x (1 + 10) = 187 x 11 (concepto y procedimiento), y esta expresion
nos dice que el nimero dado en la consigna del problema 11 x 17 + 1870 (que también puede escribirse
como 187 + 187 x 10) es multiplo de 187. Esto es asi pues 187 es divisor del mismo, en tanto lo
podemos sostener por la definicién de divisor, por lo que al nimero propuesto se lo puede escribir como
187 x 11 (concepto y argumento).

Entonces, si un nimero puede descomponerse en la suma de n productos con un factor comdn (basandonos
en la propiedad distributiva), este nimero es multiplo del factor comun (propiedad).

c) El numero 11 x 17 4+ 16 esta expresado con base en el algoritmo de la division. El dividendo es
203 =11 x 17 + 16, el divisor es 17, el cociente es 11 y el resto 16.

El primer multiplo positivo de 187 es el mismo 187 y el multiplo consecutivo es: 187 + 187 = 374
(procedimiento). El numero 11 x 17 +16 = 203 estd comprendido entre estos dos mdltiplos
consecutivos de 187, pues 187 < 203 < 374. Por esta razén podemos afirmar que 11 X 17 + 16 no es
multiplo de 187,dado que entre dos multiplos consecutivos de un nimero no existe otro multiplo
(argumento).

La configuracién epistémica/cognitiva del problema resulta ser la que muestra la Figura 2.

LENGUAJE - SITUACION PROBLEMATICA

Situacion intramatematica que implica determinar si un nimero natural escrito en su version decimal, en
base a la propiedad distributiva o el algoritmo de la division, es mdltiplo o divisor de otro nimero natural
expresado en algunas de estas mismas versiones.

_V’ t_

Simbdfico ¥ l CONCEPTOS

187 < 11x17 + 16 = Definicidn de divisor: Un numero natural "a” es divisor de un numero natural *b”, si existe un
187+16 3‘7187*18 = numero natural “c” tal que a = bxc. |
o PROPIEDADES
5 Cuando un nomero natural puede descomponerse en la suma de n productos con un factor
o] comun natural (0 sea que puede escribirse con base en la propiedad distributiva) dicho nimero
Verbal g es multiplo de ese factor comdn.
17 es divisor de 11x17 &= | Propiedad distributiva del producto respecto de la suma de nimeros naturales.
Un ndmero natural “a” i 3
es divisor de un numero PROCEDIMIENTOS
natural °b”, si existe un R Expresar un natural con base en la propiedad distributiva del producto respecto de la suma.
numere natural ‘c”tal | Realizar sumas reiteradas para hallar miitiplos consecutivos.
que a = bxc.

ARGUMENTOS
- 17 es divisor de 11x17, pues lo justifica la definicion de divisor.
- 11x17+1870 = 187+187x10 = 187x(1+10) = 187x11, por ko que 11x17+1870 es multiplo de 187, pues
187 es divisor de 11x17+1870, teniendo en cuenta la definicion de divisor.
- Como 11x17+16 esta comprendido entre dos multiplos consecutivos de 187 (el 187 y el 187+187), se
puede afirmar que 11x17+16 no es miltipio de 187, ya que, entre dos maitiplos consecutivos de un
numero natural, no existe otro multiplo.

Figura 2: Configuracién epistémica/cognitiva del problema 1 de Divisibilidad
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Los analisis de tareas y el uso de la herramienta configuracidn epistémica/cognitiva resulté util para analizar y
evidenciar la trama de relaciones que caracteriza la comprension matematica, segun las nuevas
orientaciones curriculares publicadas desde el Instituto Nacional de Formacion Docente (INFD) de Argentina.
El Proyecto de mejora para la formacion inicial de profesores para el nivel secundario. Area: Matemética
(INFD, 2010), introduce recomendaciones para que el futuro profesor alcance distintos grados de
comprensién de la disciplina y como darse cuenta de ello. En particular, sobre los aspectos cognitivos
referidos a la ensefianza de la matematica, el INFD (2010, p. 122) expresa:

Comprender un objeto matematico significa haber transitado por diversas experiencias que le
permitan al estudiante producir, organizar y reorganizar la red de relaciones que se deben
establecer en la resolucion de una situacion problematica (intra y extra-matematica) que “obliga”
al funcionamiento del objeto, los procedimientos o técnicas que se despliegan para resolverla,
las definiciones, propiedades, argumentos que validan las acciones realizadas, todas ellas
soportadas y reguladas por el lenguaje simbdlico, propio de la Matematica, y la lengua natural.

Esto llevd a proponerles a los profesores que detectaran la red de relaciones que estan presentes de manera
inmediata en la resolucion de la situacién problema. Con este prop6sito, los profesores determinaron las
siguientes relaciones entre los objetos matematicos:

R1: Entre el problema y el procedimiento de observar si un nimero p es un nimero primo de la
descomposicion factorial de un nimero n, para decidir que p es divisor de n.

R2: Entre el procedimiento que consiste en observar si un ndmero p es un primo de la
descomposicion factorial de un nimero n para decidir que es su divisor y el concepto dado por la
definicion de divisor.

R3: Entre el problema y el procedimiento que consiste en expresar a un nimero basado en la
propiedad distributiva, dejando explicito el factor comun, para decidir que el nimero en cuestion es
multiplo de ese factor comdn.

R4: Entre el procedimiento que conlleva escribir un nimero basado en la propiedad distributiva,
dejando explicito el factor comun, y el concepto dado por la definicion de divisor.

R5: Entre el procedimiento de escribir un nimero basado en la propiedad distributiva, dejando a la
vista el factor comun, y la propiedad que sostiene que cuando un nimero puede descomponerse en
la suma de n productos con un factor comun (es decir, puede escribirse baséandose en la propiedad
distributiva) dicho niumero es multiplo de ese factor coman.

R6: Entre el problema y el procedimiento de acotar el nimero 11 X 17 + 16 entre dos multiplos
consecutivos de 187.

R7: Entre el procedimiento de acotar el nimero 11 x 17 + 16 entre dos multiplos consecutivos de

187, y el argumento que explica que aquel nimero no es multiplo de 187, puesto que entre dos
multiplos consecutivos de un numero, no existe otro multiplo.

Analicemos otro problema de Divisibilidad y la complejidad ontosemiética que encierra el mismo.
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Problema 2
Se tienen dos cuerdas que miden 240 cmy 308 cm y
se quiere cortar cada una de ellas en trozos que
tengan la misma longitud, ;cual serd la mayor
longitud en que se las puede cortar, de forma tal que
la longitud de corte sea la misma en ambas cuerdas
y que no sobre cuerda? Fundamenta tu respuesta.
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El problema estd dado en un contexto extramatematico (encontrar la cuerda de mayor longitud que entre en
partes enteras iguales en otras dos cuerdas dadas), para lo cual la tarea se reduce a hallar el maximo comin
divisor entre dos numeros relativamente grandes.

Como tenemos que cortar las cuerdas de la misma longitud, inicialmente tendriamos muchas opciones, como
por ejemplo, cortarlas en trozos de % cm, de 1 cm, de 2 c¢m, efc., pues el problema no establece condicion
alguna para ello. No obstante, asumiremos que seran cortadas en trozos que resulten una longitud entera y
como debemos encontrar la mayor longitud que sea comun, recurriremos al calculo del maximo comun
divisor, ya que nos ofrece esta posibilidad.

Sabemos que un nimero d es el maximo comun divisor (MCD) de los nimeros a y b (concepto), cuando:

- d esdivisor comin de los nimeros a y b, y
- d es divisible por cualquier otro divisor comin de los nimeros a y b.

Para encontrar el MCD podemos realizar la descomposicién en factores primos de cada numero,
expresandolo como el producto de potencias de nimeros primos (procedimiento), o usar el Algoritmo de
Euclides (concepto y procedimiento) que es mas eficiente cuando se trata de nimeros grandes.

Al tener dos nimeros naturales, podemos encontrar el MCD a través de la descomposicién en factores
primos (procedimiento usual en los estudiantes). Para ello realizamos divisiones del nimero recurriendo al
menor nimero que lo divide (procedimiento) y tendremos en cuenta algunos criterios de divisibilidad
(propiedad) involucrados. En nuestro caso resulta:

240 2 308 2
120 2 154 2
60 2 77 7
30 2 11 11
15 3 1

5 5

1

240 =24*%x3x%x5 308 =2%2x7x11

Para el calculo tuvimos en cuenta los siguientes criterios de divisibilidad:

- Un namero es divisible por 2, cuando termina en una cifra par (propiedad).

- Un numero es divisible por 5, cuando termina en 0 o 5 (propiedad).

- Un nmero es divisible por 7, cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de las unidades y el doble
de la cifra de las unidades es 0 o un multiplo de 7 (propiedad).

- Un niimero es divisible por 11, si la diferencia entre la suma de las cifras que ocupan los lugares impares
y la de los pares es 0 0 un multiplo de 11 (propiedad).

Notemos que podriamos no haber utilizado los criterios de divisibilidad. Por ejemplo, podemos darnos cuenta
que el 77 es divisible entre 7, pero ignorando el criterio de divisibilidad. Lo mismo acontece con nimeros
como el 11. Teniendo la descomposicion en factores primos de cada uno de los nimeros, encontramos el
MCD determinando los factores comunes con su menor exponente (procedimiento), esto es:

240 =2*x3x5 308=2%2x7x11
MCD (240,308) = 22 = 4

En sintesis, y para fundamentar la respuesta, la cuerda de 240 cm podria ser cortada en longitudes enteras
con las siguientes medidas:

Longitudesy,40y = {1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,16,20,24,30,40,48,60,80,120,240}

Estas medidas surgen de considerar los divisores de 240 que se obtienen por aplicar principios de conteo
(procedimiento) entre los divisores positivos de cada uno de los factores que tiene la descomposicion prima.
Sabemos que los divisores de cada uno de los factores en que se descompone un nimero a, también son
divisores de a (propiedad).
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Asi, 2* tiene 5 divisores: {1,2,4,8,16}, mientras que el 3 tiene a {1,3}y el 5 a {1,5}. En total tendremos
5 % 2 x 2 = 20 divisores, que surgen de las siguientes combinaciones:

Resultan ser divisores del 240 los siguientes numeros:
D(240) ={1,2,3,4,5,6,8,10,12,15, 16, 20,24, 30,40, 48, 60,80, 120, 240}
La cuerda de 308 cm podria ser cortada en longitudes enteras con las siguientes medidas:
Longitudesgsggy = {1,2,4,7,11,14,22,28,44,77,154,308}

Estas medidas surgen de considerar los divisores de 308 que se obtienen por aplicar principios de conteo
(procedimiento) entre los divisores positivos de cada uno de los factores que tiene la descomposicién prima,
pues sabemos que los divisores de cada uno de los factores en que se descompone un nimero a, también
son divisores de a (propiedad).

Asi, 22 tiene 3 divisores: {1,2,4}, mientras que el 7 tiene a {1,7}y el 11 a {1,11}. En total tendremos
3 X 2 x 2 = 8 divisores, que surgen de las siguientes combinaciones:

Resultan ser divisores del 308 los siguientes numeros
D(308) = {1,2,4,7,11,14,22,28,44,77,154,308}

Los divisores comunes de ambos numeros son 1, 2 y 4. Por ello, las cuerdas podrian ser cortadas en
longitudes de 1, 2 y 4 cm, cuyos valores numéricos son los divisores comunes del 240 y 308, y como el 4 es
el mayor de ellos en tanto MCD(204,308) = 4, este es el modo dptimo de hacerlo (argumento), esto es,
cortar cada cuerda en tramos de 4 centimetros.

Ahora bien, ¢son los Unicos procedimientos que tenemos para encontrar el MCD? Ciertamente no, y vale la
pena analizar algunos que resultan mas intuitivos e involucran mucha riqueza matematica. Podriamos usar el
concepto de divisor: Un numero natural “a” es divisor de un ntimero natural “b”, si existe un nimero natural
‘c’tal que a = b X c. En consecuencia, el 2 es un divisor y podemos descomponer al 240 como 240 =
2x120. Si un estudiante solo advierte que el 2 es un divisor y no el 120, no esta articulando

adecuadamente el concepto con una propiedad, la cual establece que tanto “b” como “c” son divisores.
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Aqui surge un detalle relevante para profundizar la comprension alcanzada en Divisibilidad por parte de un
estudiante: jes posible que exista algun otro divisor de 240 mayor a 120? La respuesta es no, pero el
fundamento implica entender profundamente la Divisibilidad. Si existiera un divisor de 240 mayor a 120,

tendria que existir otro natural que multiplicado por él sea casualmente 240. Pero si 2 X 120 = 240y

1 % 240 = 240, entonces deberiamos multiplicar a este nimero (mayor a 120) por un natural comprendido

entre 1y 2, lo cual no existe (ver Figura 3).

13 80

240

2

120

Figura 3: Algunos divisores de 240 representados en una recta numérica

Ahora, si 3 'y 80 son divisores de 240, entonces tampoco existen otros divisores entre 80 y 120. Si admitimos
que existe un natural m, con 80 < m < 120, que es divisor de 240, tendriamos que encontrar otro nimero
natural que multiplicado por m sea exactamente igual a 240. Esto no es posible pues:

80=80-1<m-1<120-1=120
160=80-2<m-2<120-2 =240
240=80-3<m-3<120-3 =360

Resulta muy interesante que se establezca este debate con los estudiantes, porque ayuda a que se articulen

propiedades, conceptos y procedimientos vinculados a Divisibilidad.

La configuracion epistémica del problema resulta ser la que muestra la Figura 4.

LENGUAJE SITUACION PROBLEMATICA

Situacion extramatematica que implica hallar el MCD entre dos numeros naturales.

1

Simbélica ;
MCD (a,b)=d

MCD (240,308)=4
D(308) = {1, 2, ..., 308}

CONCEPTOS

de los numeros a y b

Veerhal

Maximo comin divisor, Se fama maximo comdn aivisor (MCD) de los numeros a v b al nlimero d,
fal que: d es divisor comin de log nomeros a y b, v o es divigible por cualquier ofro divisor comun

Descompasicion
factorial prima, divisores
comunes, maximo
comin divisor, criterios
de divisibilidad,
principios de conteo,
algoritmo de Euclides,...

PROPIEDADES
Criteno de divisibilidad por 2.

Critenio de divisibilidad por 5.

(Criterio de divisibilidad por 7.

Critenos de divisibilidad por 11.

Sia=bxdyclb, entonces, cfa.

PROCEDIMIENTOS

Grafico Descomposicidn en factores primos.
o Algoritmos de la division.
o © o Determinacion de MCD a través de la factorizacion prima.
0 . Principios de conteos.
: -9 0 Determinacidn de divisores de un nimero.
11 @ »
2 m

ARGUMENTOS
EIMCD {a,b} = d, pues lo justifica un procedimiento.

Figura 4: Configuracién epistémica/cognitiva del problema 2 de Divisibilidad
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Una posible red de relaciones que aparece en la configuracion epistémica es la siguiente:

R1: Entre el problema y el concepto de MCD.

R2: Entre el concepto de MCD vy el procedimiento de hallarlo a través de la descomposicidn factorial prima.
R3: Entre el procedimiento de la factorizacién prima de un nimero y el procedimiento del algoritmo de la
division.

R4: Entre el procedimiento de la factorizacidn prima de un ndmero y la propiedad que involucra los criterios
de divisibilidad de 2, 5, 7 y 11.

R5: Entre el procedimiento de la factorizacién prima de un numero y el procedimiento que involucra principios
de conteo para obtener divisores.

RG6: Entre el problema y el procedimiento del calculo del MCD que lo resuelve.

R7: Entre el problema y la argumentacion dada por el procedimiento de calculo del maximo comun divisor.

4.5. Conclusiones

En el trabajo didactico realizado con los profesores asistentes al curso de capacitacion se reconstruye una
gran variedad de tipos de problemas a los que responde la Divisibilidad en la escuela secundaria. Asimismo,
se logré reflexionar sobre supuestos tedricos y metodologicos que subyacen en estos problemas con el fin de
realizar analisis didacticos referenciales de las practicas de los estudiantes, y las implicancias educativas que
tienen estas acciones del profesor.

Al mismo tiempo, este tipo de trabajos —centrados en analisis didacticos de tareas- permiten apartar a los
profesores del “sentido comin” con el que suelen orientar sus practicas docentes, acercandolos a la
comprension y uso de teorias didacticas especificas. De este modo, disponen de una amplia gama de
problemas los que, propuestos en clases, podrian hacer emerger una gran variedad de relaciones
conceptuales entre objetos matematicos involucrados en las practicas matematicas de los estudiantes.

Por otro lado, el analisis didactico de tareas ayuda a los profesores a contar con buenas herramientas para
mirar las practicas matematicas de los estudiantes, y a mejorar condiciones para elaborar propuestas de
ensefianza pertinentes. En el analisis ontosemiético de los problemas de Divisibilidad, los profesores
asistentes al curso no solo pudieron dejar explicitos los objetos matematicos involucrados en una practica
matematica de su resolucion, sino también una importante red de relaciones conceptuales entre esos
objetos, la cual da cuenta de la comprension que alcanzarian los estudiantes.

Como aspectos negativos, en el trabajo realizado con los profesores aparecieron muchas deficiencias en
términos de conocimientos didacticos y matematicos. Ademas, no todos los profesores lograron hacer
buenos andlisis a priori de las tareas, lo que impide que puedan explicar fendmenos didacticos que surgen en
la clase de matematica.
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9

Problemas de Divisibilidad y Teoria de
Numeros para la clase de matematica

Ricardo Fabian Espinoza y Marcel David Pochulu
5.1. Introduccion

Desde los primeros afios de la educacion primaria, los estudiantes trabajan con temas de Divisibilidad. En un
primer momento con divisores, multiplos, criterios de divisibilidad, factorizacion, maximo comuin divisor,
minimo comin multiplo, clasificacion de nimeros en primos, compuestos, cuadrados, efc. Y asi continGian en
el nivel secundario, ampliando sus aplicaciones y significados. Sin embargo, al terminar la escuela
secundaria y/o ingresar a los primeros afios del nivel terciario o universitario se pueden observar diferentes
niveles de dificultades en la resolucién de ejercicios y problemas sencillos.

Las investigaciones sobre la comprensidn de los conceptos de la teoria elemental de nimeros han puesto de
manifiesto la existencia de dificultades (Dubinsky, 1991; Vergnaud 1994; Zazkis y Campbell, 1996; Campbell,
2000; Zaskis, 2000, 2002; Espinoza, 2012). Precisamente, Zazkis (2000) indica que los estudiantes asocian
el concepto de divisor con la operacion de dividir y el concepto de multiplo con la operacion de multiplicar,
mostrando una comprension incompleta del concepto de factor. Ademas, expresa que los estudiantes
realizan un intercambio constante e incoherente entre el lenguaje formal y no formal. Por ejemplo, “ser
divisible” (relacién entre dos nimeros) era sustituido por “ser dividido” (un nimero que puede ser dividido por
otro).

Espinoza (2012) muestra la confusion que tienen los estudiantes de nivel medio y universitario entre los
objetos: relacién divide, divisién y fraccidn. Especificamente, analiza casos en los que los alumnos operan
con la relacion divide como si fuera una division o fraccion.

En este trabajo se exponen algunos problemas de Divisibilidad y Teoria de Numeros que podrian ser Utiles
para los profesores que se desempefian en la escuela secundaria, pues involucran situaciones que
habitualmente no se abordan en las clases.

Las actividades fueron adaptadas de investigaciones como las desarrolladas por Zazkis y Campbell (1996),
Zazkis (2000 y 2001), Zazkis y Gadowsky (2001), Brown (2002), Zazkis y Liliedah (2004), Bodi (2006), Bodi,
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Valls y Llinares (2007), Lopez (2015). Todas estas investigaciones se inscriben en el ambito de la Didactica
de la Matematica y en general, abordan tematicas relacionadas con la comprension de la Divisibilidad.

En cada caso, se explica la tarea que el problema requiere realizar y la relevancia de la situacidn planteada.
A su vez, se exponen posibles formas de resolucién. En primera instancia, se busca exhaustividad en la
descripcidén de los procesos cognitivos que a priori se piensa que elaborarian aquellos alumnos cuyas
practicas matematicas podrian caracterizarse como adecuadas o pertinentes. Las restantes son otras
opciones de resolucién, pensadas desde las practicas de estudiantes en progresivo nivel de desempefio en
la realizacion de tareas inscriptas en la tematica en cuestion.

En la primera de las resoluciones de cada situacién se ponen a funcionar 6 tipos de objetos matematicos
primarios y sus relaciones: situacidn-problema, definiciones/conceptos, proposiciones, propiedades,
argumentos y lenguaje. Es decir, se sigue la perspectiva de autores como Godino (2000, 2003), Godino,
Batanero y Font (2006), para el desarrollo de practicas matematicas.

Todas las resoluciones presentadas tienen su referencia en las producciones de Gentile (1984, 1991) y
Becker, Pietrocola y Sanchez (2001), fundamentalmente en el analisis de las producciones de alumnos de
escuela secundaria, en diferentes instancias temporales y contextuales.

5.2. Muestra de situaciones problemas y resoluciones esperadas

Consideramos valioso que una consigna pueda admitir diferentes posibilidades de exploracién y
argumentacién, porque le permitiria al estudiante tomar decisiones, organizar sus intentos 0 modos para
abordar la resolucion, recurrir a heuristicas o utilizar distintas habilidades generales matematicas, reflexionar
sobre sus intentos para sostenerlos o descartarlos, establecer una manera de explicar el porqué de la
respuesta y validar las conjeturas que emergen del proceso. Todo lo anterior se asimila al trabajo del
matematico, lo que legitima el tipo de actividad que se espera realizaria el profesor en el aula de matematica.

Respecto de las posibilidades de exploracién, siguiendo a Barreiro, Leonian, Marino, Pochulu y Rodriguez
(2017), se entiende que este proceso se favorece si la consigna admite diferentes caminos de resolucion y si
no incluye los pasos a seguir (no esta pautado para un mismo fin y no se le indica al estudiante de qué
manera debe hacer la actividad).

En cuanto a la actividad matematica, se entiende como el desempefio, trabajo o quehacer que el estudiante
realiza ante una tarea determinada. En este sentido, la actividad matematica sera valiosa si el potencial
matematico de la consigna es rico, el docente le asigna un rol activo al estudiante (es este Ultimo quien
encara la resolucién de la tarea) y el objetivo que se persigue es cognitivamente exigente.

Para las instancias de resolucion de problemas, por parte de los estudiantes, se asume que el docente
gestionara la clase teniendo en cuenta algunos criterios que establecen Barreiro et al. (2017):

- Evitar dar mas informacién que la estrictamente puesta en juego en la pregunta/respuesta del
estudiante,

- Intervenir desde la ldgica que siguié el estudiante y no desde la que el docente tiene pensada la
resolucion experta del problema,

- Estimular en el estudiante el desarrollo de estrategias de autocontrol,
- Evitar realizar intervenciones solo cuando lo que el estudiante hizo esta mal,
- Pedir explicaciones aun cuando la respuesta dada por el estudiante sea correcta.

Este modo de gestionar la clase tiene por propdsito alentar los procesos de argumentacion y que los
estudiantes puedan conjeturar, demostrar y validar. A su vez, se busca que sea el estudiante quien llegue al
conocimiento a través de sus propias conclusiones y no por medio de un conocimiento aprendido.

Iniciamos con una lista de problemas, donde los cinco primeros tienen un caracter mas estandarizado, pero
involucran una red importante de conceptos, propiedades y procedimientos. El tltimo problema propuesto es
no rutinario y resulta ser un buen representante de lo que entendemos por hacer matematica en el aula.
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Problema 1
Todos los multiplos de un numero, comprendidos
entre 370 y 460 son: 380, 399, 418, 437 y 456. ;De
qué numero se trata?, ;es unico?
Explica como lo/s encontraste y fundamenta tu
respuesta.

La relevancia de la situacion se basa en el planteamiento de lo que podriamos llamar “tarea inversa” al
calculo de multiplos de un nimero, ya que el problema involucra la tarea de hallar un nimero, 0 més de uno,
conociendo todos sus mdltiplos comprendidos entre dos nUmeros naturales. La consigna asegura la
existencia de un nimero en las condiciones dadas y plantea analizar la unicidad.

Asimismo, requiere la realizacién de una tarea fundamental del trabajo matematico como lo es el estudio y la
determinacion de la unicidad de la solucién de un problema.

Resolucién 1: La consigna presenta una lista, ordenada de menor a mayor, de todos los multiplos de un
numero, comprendidos entre dos nimeros naturales.

Sabemos que un nimero b es multiplo de un nimero a, siy solo si a es divisorde b, 0sea: b = k - a.

Por ello, el 380 que segun la consigna es un multiplo de un nimero desconocido “a”, resulta de multiplicar “a”
por un nimero, es decir: 380 = k- a

El préximo multiplo de la lista es el 399, se obtiene de multiplicar “a” por el nimero k + 1, o sea, el siguiente
de k:

399=(k+1)-a
399 =k-a+a
380=k-a
399 =k-a+a
Si lo resolvemos por el método de reduccion, esto es, restando de la segunda ecuacion la primera,
obtenemos que a = 19, que resulta ser el numero buscado.

Queda asi formado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas: {

Si planteamos un sistema similar al anterior, tomando dos mdiltiplos consecutivos cualesquiera de la lista de
multiplos dada en la consigna y lo resolvemos de la manera indicada, obtendremos la misma solucién.

Si consideramos el conjunto de los enteros, este nimero no es la tnica solucion del problema, también lo es
el —19, pues tiene los mismos multiplos por ser el opuesto a 19.

Resolucién 2: Teniendo en cuenta que un nimero es mdiltiplo de otro, si la divisién entre el primero y el
segundo es exacta, por tanteo se busca el nimero natural del cual son multiplos los nimeros dados en la
consigna, procediendo asi:

Se realiza la division 380: 2, y como la misma es exacta, se divide por 2 el siguiente nimero de la lista (el
399). Esta ultima division no es exacta y se descartan que son multiplos de 2. Luego se empieza a probar
nuevamente desde el primer nimero que propone la consigna con la divisién por 3, es decir, 380: 3,
399: 3. Como la primera divisién no es exacta, se continta probando, nuevamente desde el principio de la
lista de numeros y esta vez por 4.

Se sigue con este procedimiento hasta que todos los nimeros de la lista, al dividirlos por un determinado
numero, obtengamos un cociente natural y resto 0, que es el caso del 19. Por lo tanto, todos los numeros
dados en la consigna son multiplos de 19.

45



Ricardo Fabian Espinoza y Marcel David Pochulu

Conjeturando que —19 también puede ser solucion, pues la consigna de trabajo solicita evaluar la unicidad.
Como la divisién entera es exacta entre los nimeros propuestos en el problema y —19, puede constituirse
en un recurso de validacion.

Resolucion 3: Efectuariamos la descomposicion prima de los nimeros que presenta el problema:
380 = 2%2-5-19

399 = 3-7-19
418 = 2-11-19
437 = 19-23

456 = 19-23-3

El nimero buscado es el 19, pues es el Unico factor comin en la descomposicion factorial prima de todos los
numeros de la lista dada. Eso significa que 19 es divisor de todos los nimeros de la lista y, por lo tanto, todos
ellos son multiplos de 19.

Teniendo en cuenta la regla de los signos del producto de numeros enteros, las descomposiciones
multiplicativas anteriores pueden escribirse, por ejemplo, asi:

380 = 22-(=5)-(~19)
399 = (—3)-7-(—19)
418 = 2-(—11)- (~19)
437 = (-19)- (=23)
456 = (—19)-23-(=3)

Estas descomposiciones permiten determinar que —19 es divisor de todos los nimeros de la consigna. Para
validar esta afirmacion, analicemos por ejemplo la Ultima descomposicion multiplicativa: 456 = (—19) -
(—24). 0 sea, 456 es multiplo de —19 porque este nimero es divisor del primero, teniendo en cuenta la
definicién de divisor en el conjunto de los nimeros enteros.

Resolucién 4: Se toma 380 como el n-ésimo maltiplo de un nimero k y 399 como el multiplo siguiente de k.
Se considera que la consigna da una lista completa y ordenada de mdiltiplos de k y se tiene que:

380 = k'n
El multiplo siguiente sera:
399 = k-(n+1)
Restando miembro a miembro estas dos igualdades, se obtiene k = 19.
Como un numero entero y su opuesto tienen los mismos multiplos, —19 es también solucién del problema.

Resolucién 5: 19 es el nimero buscado, teniendo en cuenta que dos multiplos consecutivos de un nimero
a, difieren en a. Es decir, si se toma cualquier numero de la lista dada en la consigna y se resta el inmediato
anterior, se obtiene 19.

Si queremos encontrar todas las soluciones enteras, pues no se aclara el tipo de nimero, tendriamos una
lista finita, exhaustiva y ordenada, de multiplos de un nimero “a’, esto es: {+a, +2a,+3a, ... ,+na...}.
Restando dos mdltiplos consecutivos cualesquiera de la lista (el mayor se le resta el menor), se obtiene el
numero a:

na—(n—1a =na—na+a =a
Aligual que:
—-na—[-(n+1a] = —na+na+a =a

Utilizando este procedimiento, restando dos multiplos consecutivos cualesquiera de la lista, pero esta vez al
menor numero le restamos el mayor y se obtiene —19, que es la otra solucion.
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Problema 2
15a45 es un numero de 5 cifras, ¢existe algun valor

de “a” para que este nimero sea divisible por 3?

En caso de que tu respuesta fuera afirmativa, indica
todos los posibles valores de a. Ademas, explica
cémo lo hiciste y justifica tu respuesta.

El problema conlleva la tarea de determinar la existencia de un digito desconocido “a” de un nimero de cinco
cifras, expresado en base 10, para que el mismo sea divisible por otro nimero de una cifra, el 3.

Para resolverlo no basta con la aplicacion del criterio de divisibilidad por 3, esto es, sumar las cifras del
numero dado y determinar si el resultado es o no multiplo de 3, ya que en las cifras del mismo se encuentra
un literal. A partir de la aplicacién de dicho criterio, emerge una importante propiedad de la divisibilidad. Son
estos dos aspectos lo que le otorgan importancia al problema.

Resolucién 1: Para que el nimero 15a45 sea divisible por 3, la suma de sus cifras debe ser divisible por 3,
teniendo en cuenta el criterio de divisibilidad por 3.

Si sumamos las cifras del nimero dado, 1+ 5+ a + 4 + 5, y aplicamos la propiedad asociativa de la
suma de nUmeros naturales, obtenemos:

1+5+4+5)+a =15+a

Es un numero desconocido por cuanto no conocemos “a”. Por este motivo, no podemos responder la
pregunta solamente aplicando tal criterio de divisibilidad.

Ahora bien, hemos realizado la suma de las cifras del nimero en cuestion y la expresamos como suma de
dos sumandos, siendo uno de ellos divisible por 3 (el 15). Para que el numero de interés resulte ser divisible
por 3, el otro sumando (a) debe ser divisible por 3, teniendo en cuenta que la suma de dos numeros
divisibles por 3 es divisible por 3.

Por ello, como “a” es un digito, pues 15a45 segln la consigna es un numero de 5 cifras, sus posibles
valores son: 0, 3, 6 y 9 que son numeros divisibles por 3, dado que 3 es divisor de cada uno de ellos.

Resolucién 2: Asignar valores a “a”, desde 0 hasta 9, y realizar la division entre el nimero que resulta y el 3.
Si el cociente es natural y el resto es cero, dicho nimero es divisible por 3.

Se determina, de esta manera, que los posibles valores de “a” son 0, 3,6 6 9.

Resolucién 3: Se emplea el criterio de divisibilidad por 3 y se suman las cifras del nimero en cuestién, esto
es:

1+54+a+4+5 =154+a

“_n

Luego, “a” debe ser un nimero de una cifra que sumado 15 da un mdiltiplo de 3. Si a = 0, se obtiene
15 + 0 = 15, un multiplo de 3. Sia = 1, no se obtiene un mdltiplo de 3, etc. Con este procedimiento
podemos determinar que los posibles valores de “a” son 0, 3,6 0 9.

Resolucién 4: Para que 15a45 sea divisible por 3, empleando el criterio de divisibilidad por 3, se tiene que:
1+5+a+4+5 = 15+ a debe ser multiplo de 3, 0 sea 15+ a = 3 X k, siendo k un nimero
natural. Luego, si se despeja “a” y se saca el factor comin 3, queda:

a=3k—15 = 3.(k—5)

Expresion que indica que “a” es multiplo de 3 y como de la consigna se desprende que “a” es un digito, sus
posibles valores son 0, 3,6 6 9.
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Problema 3
¢Es posible que dos numeros enteros distintos
tengan los mismos divisores? Si tu respuesta es
afirmativa, indica en qué condiciones eso ocurre.
Justifica tu respuesta.

Esta situaciéon es un tipo de problema que conlleva la tarea de decidir si existen dos nimeros enteros
distintos que tengan los mismos divisores y las condiciones bajo las que esto sucede.

La relevancia del problema radica en el hecho de analizar casos, establecer conjeturas, argumentar, hacer
emerger una propiedad: dos numeros enteros opuestos tienen los mismos divisores enteros.

Resolucién 1: Para resolver la situacion, realizaremos un exhaustivo analisis de casos particulares.

Consideremos el caso en que a y b son numeros enteros distintos, ambos positivos 0 ambos negativos. Si
los dos fueran positivos y a fuese menor que b, resultaria que b es divisor de si mismo y no es divisor de a,
pues los divisores de un numero entero son menores o iguales que el valor absoluto de dicho nimero.

Si ambos fueran negativos y a fuese menor que b, resultaria que a no es divisor de b, porque el valor
absoluto de a es mayor que el valor absoluto de by, en funcién de la propiedad anterior, ningln divisor
puede ser mayor que el valor absoluto del numero correspondiente.

Luego, como difieren en al menos un divisor, a y b no tienen los mismos divisores. Entonces, si existieran
dos numeros enteros, distintos, con los mismos divisores, deberian tener signos diferentes, presentandose
dos casos para analizar: si fueran opuestos o no.

En el primer caso, dos numeros enteros opuestos tienen los mismos divisores enteros. Si a es divisor de b,
por la definicion de divisor, existe un entero c tal que: b = a X ¢,c € Z, y por la regla de los signos del
producto de numeros enteros, —b = —a X ¢ = a X (—c), —c € Z, por lo que a es también divisor de
—b. En el segundo caso, si los nimeros no fueran opuestos, tampoco tienen los mismos divisores, pues al
menos se diferencian en el mayor divisor positivo del numero de mayor valor absoluto. Dicho divisor es
mayor que todos los divisores del numero de menor valor absoluto y, por lo tanto, distinto a todos ellos.

En resumen, el Unico caso en el que dos numeros enteros distintos tienen los mismos divisores enteros, es
cuando son opuestos.

Resolucion 2: Se prueba al azar (buscando nimeros y sus divisores) hasta encontrar dos numeros enteros
que tengan los mismos divisores. Por ejemplo, 18 y —18 tienen los mismos divisores. Se buscan otros
ejemplos y se determina que los nimeros enteros opuestos tienen los mismos divisores enteros. De todos
modos, sabemos que esta estrategia es muy poco probable que lleve al éxito a los estudiantes, pues si
prueban al azar, lo hacen con nimeros naturales. Logran encontrar nimeros naturales que tienen la misma
cantidad de divisores, lo cual es muy diferente a que sean los mismos divisores.

Resolucién 3: Se prueba al azar como en el caso anterior, pero se dispone de recursos mas econémicos
para la busqueda. Por ejemplo, se eligen nimeros enteros que tengan pocos divisores o aquellos cuyos
divisores fueran faciles de encontrar, como los nimeros primos.

Resolucién 4: Si se advierte que se trata de dos enteros opuestos, solo queda realizar una validacion de la
conjetura. Asi, si a es divisor de b, entonces b = a - c. Luego, por la regla de los signos del producto de los
numeros enteros, se tiene que —b = —a - ¢ = a - (—c), siendo —c un nimero entero. Esta deduccion
muestra que si a es divisor de un nimero entero b, lo es también de su opuesto.
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Problema 4
Teniendo en cuenta que 187=11x17, ;son correctas
las siguientes afirmaciones?
a) 17 es divisor de 11x17.
b) 11x17+1870 es multiplo de 187.
c) 11x17+16 es multiplo de 187.
En cada caso, fundamenta tu respuesta.

En el primer item, la tarea consiste en decidir si un nimero expresado en base 10, es divisor de otro numero
expresado en su descomposicion factorial prima.

En el segundo apartado, la tarea consiste en determinar si un numero expresado con base en la propiedad
distributiva, es mltiplo de otro niumero expresado en base 10.

En el tercer caso, la tarea consiste en determinar si un numero expresado en base al algoritmo de la division,
es multiplo de otro nimero escrito en su version decimal.

La importancia del problema radica en abordar tareas de divisibilidad no solamente con nimeros expresados
en su version decimal sino también en otras formas, tales como la expresion factorial, el algoritmo de la
division y la propiedad distributiva. Autores como Hiebert y Lefevre (1986), Zazkis (2001), Bodi, Valls y
Llinares (2007), Lépez (2015), sefialan la importancia de abordar estas situaciones en las aulas. Indican que
los alumnos deberian afrontar tareas con nimeros expresados en las formas indicadas, sin tener que recurrir
a la expresion decimal.

Resolucién 1: Se puede afirmar que 17 es divisor de 11 x 17, pues es un factor de la descomposicién
factorial prima del mismo. Asi, si tenemos en cuenta la definicién de divisor, podemos decir que 17 es divisor
de 11 x 17 en tanto existe un nimero, el 11, que multiplicado por 17 da por resultado 11 x 17.

El nimero 11 x 17 + 1870 esta escrito teniendo en cuenta la propiedad distributiva. Como 11 X 17 =
187y 1870 = 187 x 10, en funcién de la propiedad distributiva del producto respecto de la suma de
ndmeros, al numero en cuestion se lo puede escribir asi: 187 + 187 x 10.

Ahora bien, 187 + 187 x 10 = 187 x (1 + 10) = 187 x 11, y esta expresién nos dice que el nimero
dado en la consigna del problema 11 x 17 + 1870 (que también puede escribirse como 187 + 187 X
10) es multiplo de 187. Esto es asi porque 187 es divisor del mismo vy, de acuerdo con la definicion de
divisor, el numero propuesto puede escribirse como 187 x 11. Entonces, si un numero puede
descomponerse en la suma de n productos con un factor comdn (basandonos en la propiedad distributiva),
este nimero es multiplo del factor coman.

El nimero 11 x 17 + 16 esta expresado de acuerdo con el algoritmo de la division. El dividendo es
203 =11x 17 + 16, el divisor es 17, el cociente es 11 y el resto 16.

El primer multiplo positivo de 187 es el mismo 187 y el multiplo consecutivo es: 187 + 187 = 374. El
numero 11 X 17 + 16 = 203, estd comprendido entre estos dos mdltiplos consecutivos de 187, pues
187 < 203 < 374, razén por la cual podemos afirmar que 11 X 17 + 16 no es multiplo de 187, dado
que, entre dos multiplos consecutivos de un numero, no existe otro multiplo.

Resolucién 2: Podemos usar definiciones “rudimentarias” de Divisor y Multiplo, y proceder asi:
a) 17 es divisor de 11 x 17, porque 17 “entra once veces” en 187 (17 + 17 + 17 + --+).
b) 2057 (11 x 17 4+ 1870) es multiplo de 187, porque “contiene 11 veces” a 187 (187 + 187 + --+).

c) 203 (11 x 17 + 16) no es mdltiplo de 187, porque “no contiene un numero exacto de veces” a 187.
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Resolucion 3: Otro camino posible seria el siguiente:

a) Dividir 187 por 17. Como se obtiene cociente 11 y resto 0, se tiene que 17 es divisor de 187.

b) Expresar el numero 11 x 17 + 1870 en version decimal (2057) y dividirlo por 187. Como el cociente
es 11 yelresto 0, se tiene que, 11 x 17 4+ 1870 (0 2057) es mltiplo de 187.

c) Expresar el numero dado en version decimal: 11 X 17 + 16 = 203. Como la division entre 203 y 187
no es exacta, se tiene que 11 x 17 + 16 no es multiplo de 187.

Resolucion 4: Finalmente, podemos imaginar esta otra posibilidad:

a) 17 es divisor de 11 x 17, porque es un factor de la descomposicién factorial prima de 11 x 17. En
efecto, todo factor p de la descomposicion factorial prima de un nimero a es su divisor, pues a puede
expresarse como el producto entre p y g, siendo g el producto de todos los otros factores primos de la
descomposicion factorial prima de a, cumpliendo entonces con la definicién de divisor.

b) 11 x 17 + 1870 es mdltiplo de 187, ya que dicho nimero es la suma de otros dos multiplos de 187,
11 x 17y 1870.

c) 11 x 17 + 16 no es multiplo de 187, porque de los dos sumandos uno solo de ellos, el 11 x 17, es
multiplo de 187.

Problema 5
Si fuera posible, escribe un numero que tenga:
a) Exactamente cuatro divisores naturales
b) Mas de 15 divisores enteros
Si te resultd posible, explica la estrategia que usaste
para encontrarlos y si no, explica por qué no es
posible. En cualquier caso, fundamenta tu respuesta.

La relevancia de la situacion tiene que ver con planteamiento de la “tarea inversa” al célculo de divisores de
un numero. De hecho, el problema requiere la tarea de encontrar un numero que dispone de una
determinada cantidad de divisores naturales (en el primer apartado) y enteros (en el segundo).

Resolucién 1: Un posible camino seria el siguiente:

a) Un procedimiento que siempre lleva al éxito en la realizacién de este tipo de problema es multiplicar dos
numeros primos. En efecto, si p y g son dos numeros primos, el nimero compuesto p X q tendra 4 divisores
naturales, que son los elementos del siguiente conjunto: {1, p,q, p X q}.

1 es uno de los divisores, porque es divisor de todos los nimeros, p X g es también un divisor, dado que
todo numero es divisor de si mismo, p y q son divisores de p X g, teniendo en cuenta la definicion de
divisor. No existen otros divisores, ya que p y g son nimeros primos, por lo que no pueden descomponerse
en producto, salvo la descomposicion trivial (p = 1 X p), en cuyo caso ya se contaron 1 y p entre los
divisores.

b) En el segundo apartado se solicita encontrar un numero que tenga mas de 15 divisores enteros (16
divisores 0 mas). Para simplificar la tarea, se puede buscar un nimero que tenga 8 divisores naturales y, por
lo tanto, 16 divisores enteros, teniendo en cuenta que si un numero entero distinto de cero tiene una cantidad
de divisores en el conjunto de los numeros naturales, dispone del doble de esa cantidad en el conjunto de los
numeros enteros.

Para resolver esta situacién se pude trabajar de manera similar al caso anterior, esto es, hallar el nimero de
interés multiplicando 3 niimeros primos. En este caso, si p, q y r fueran primos, la cantidad de divisores
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naturales del numero p X g X r es 8 y pertenecen al siguiente conjunto: {1,p,q,7,p X q,p X 1,q X
r,p X q X r }, siendo la cantidad de divisores enteros 16.

Resolucioén 2: Buscar numeros al azar y divisores por tanteo hasta encontrar los nimeros que retnan las
condiciones solicitadas en el problema.

Resolucién 3: Otra estrategia posible conllevaria al siguiente camino:

a) Se puede responder rapidamente buscando divisores por tanteo, ya que se pide un nimero con pocos
divisores.

b) Se pueden buscar nimeros con cierto control sobre la posible cantidad de sus divisores, descartando, por
ejemplo, numeros impares chicos, nimeros primos, nimeros que resultan del producto de dos nimeros
primos, etc.

Resolucién 4: Finalmente, una cuarta estrategia seria:

a) Se tiene en cuenta que para aplicar la férmula que permite obtener la cantidad de divisores naturales de
un numero, expresado en su descomposicion factorial prima, hay que multiplicar todos los exponentes,
aumentados en una unidad, de las bases primas de dicha descomposicién. Se puede construir un nimero
con 4 divisores naturales a partir de resolver una potencia de base prima y exponente igual a 3, o sea, la
cantidad de divisores pretendida que es 4, disminuida en una unidad. Por ejemplo: 23 = 8, y sus divisores
son: 29, 21,22 y23,

b) El nimero solicitado debera tener 16 divisores enteros o mas, por lo que bastara buscar un nimero con 8

divisores naturales. Un nimero que reune estas condiciones, teniendo en cuenta lo explicado en el apartado
anterior, es por ejemplo 27 = 128.

Problema 6

Analizar y fundamentar si es posible caracterizar a un
numero natural si nos dan como dato la cantidad total
de divisores que tiene.

Este problema se lo puede clasificar como no rutinario, ya que la informacidén que se suministra o bien es
insuficiente o hay datos que sobran, no existe un Unico camino para abordarlo y por lo tanto, se ponen en
juego distintas estrategias de resolucion. Asimismo, pueden existir varias soluciones o0 bien no tener solucion
alguna. A su vez, podriamos caracterizar al problema como abierto, en tanto Cafiadas, Deulofeu, Figueiras,
Reid y Yevdokimov (2008) expresan que son aquellos en los que se da alguna de estas condiciones:

a. dadas las propiedades iniciales, se deben encontrar las consecuencias de ellas,

b. dadas las propiedades finales, hay que encontrar las propiedades iniciales de las cuales son
consecuencia, 0

c. sin dar ninguna propiedad, hay que encontrar las propiedades que estan relacionadas.

En nuestro caso, se enmarca en la tercera caracteristica.

Los problemas abiertos o no rutinarios promueven el descubrimiento e invitan a los estudiantes a comenzar
sin demora con el proceso de resolucion. A su vez, conllevan a que puedan conjeturar y validar que es
nuestro propésito central para este problema.

En este entorno de aprendizaje, una conjetura la entendemos como una proposicion que tendra que formular
el estudiante y se prevé verdadera, pero que estd pendiente de ser sometida a examen (aceptacion o
rechazo). Si la conjetura es aceptada, debe conducir a procesos de argumentacion y validacién matematicos
apropiados. Cabe sefialar que Cafiadas et al. (2008) entienden que la accion de conjeturar es importante en
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la resolucién de problemas, pero que no todos los problemas invitan a conjeturar. Ademas, problemas
diferentes conducen a distintos tipos de conjeturas.

En cuanto a la validacion, la entendemos como la plantean Carnelli, Falsetti, Formica y Rodriguez (2008, p.
26), pues expresan que “la validaciéon de un conocimiento matematico en situacion de aprendizaje como el
resultado de cualquier proceso del sujeto por el cual éste es capaz de manifestar y sostener en un ambito
social las razones, elaboradas auténomamente, de por qué un enunciado es o no verdadero, un
procedimiento es 0 no correcto o un razonamiento es o no valido”.

Delineado este sucinto marco de referencia, iniciamos con la resolucion. La haremos por Induccién empirica
a partir de un numero finito de casos discretos, donde la formulacion de una conjetura se puede realizar a
partir de la observacion de un numero finito de casos discretos, en los cuales se detectamos un patrén
constante (Cafiadas et al., 2008). Para ello, determinaremos la factorizacion prima, divisores y cantidad de
divisores de ciertos nimeros naturales, como se muestra en la Tabla 1.

Tabla 1: Factorizacion prima, divisores y cantidad de divisores de algunos nimeros

NUmero Factorizacion prima Divisores Cantidad de divisores

16 24 1,2,4,8,16 5

24 2%-3 1,2,3,4,6,8,12, 24 8
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Con diferentes colores marcamos aquellos nimeros que tienen la misma cantidad de divisores y podemos
encontrar algunas caracteristicas que describimos a continuacion:

o Existe un unico nimero natural que tiene un divisor y es el 1. La validacion la hacemos simplemente
apelando a que es la unidad del conjunto.

e Los nimeros primos son los que tienen exactamente dos divisores. La validacién la realizamos
recurriendo a la definicién: Un numero es primo es un numero natural mayor que 1 que tiene
tnicamente dos divisores distintos: él mismo y el 1.

e Los numeros que tienen exactamente tres divisores son cuadrados de numeros primos. Si p es un
nlimero primo, entonces solo tiene por divisores a {1, p}. Ahora bien, si tenemos p?, entonces los
unicos divisores posibles son 1, p y p?. Notemos que la cantidad de divisores de una potencia cuya
base es un numero primo es el consecutivo del exponente. Esta apreciacion sera de mucha utilidad
para las demas caracteristicas que detectemos.

e Los nimeros que tienen exactamente cuatro divisores pueden ser agrupados en dos familias. Por
un lado tenemos a los nlimeros compuestos que son el cubo de un nimero primo, pues p3, con p
primo, tiene como divisores posibles {1, p, p%, p3}.

Por otro lado, estan los nimeros compuestos que son producto de dos nimeros primos. Sea el
ndmero p; * p,, €ON py Y p, primos. Cada uno de ellos tiene dos divisores (1'y p;) y por principio
multiplicativo resultan ser solo 4 los divisores posibles: {1, p1, p2, P1 * P2}

e Los nimeros que tienen exactamente cinco divisores son los nimeros compuestos que se obtienen
como potencia cuarta de un nimero primo. Esto es, nimeros compuestos de la forma p*, con p
primo, donde los unicos divisores posibles son {1, p, p?, p3, p*}.

Cabe preguntarse, ¢no podriamos tener un nimero compuesto que sea el producto de potencias de
dos 0 mas nimeros primos y que tenga 5 divisores? Veamos el caso mas simple, si es un nimero
de la forma (p;)™ - (p2)™, con p; y p, Primos y n y m naturales mayores o iguales a 1.

Cada factor tiene tantos divisores como el nimero consecutivo del exponente. Esto es, n + 1
divisores para p; y m + 1 divisores para p,. Por principio multiplicativo, la cantidad de divisores es
(n+1)-(m+ 1)y deberia ser igual a 5, que es nimero primo. En consecuencia, se puede
descomponer al 5 como (1-5) o sino (5- 1), y resultaria que n 0 m son iguales a cero. Esto es
absurdo, pues n y m son naturales mayores o iguales a 1.

e Los numeros compuestos que tienen 6 divisores naturales seran aquellos que son potencia quinta
de un numero primo, o el producto entre dos primos donde a uno de ellos se lo elevé a la potencia 2.
La validacién sigue un esquema parecido a la realizada en la caracterizacion anterior. Si nos
preguntamos si es posible que tengamos otros numeros compuestos que no sean los
caracterizados, la respuesta es no y se puede validar por reduccion al absurdo.

Podriamos continuar con las caracterizaciones de los ndmeros naturales, si conocemos la cantidad de
divisores, pero no es el objetivo acabar con la resolucién del problema, sino més bien mostrar la actividad
matematica involucrada, procesos de conjeturacion y validacion.

5.3. Conclusiones

Pensamos que es fundamental generar al interior de las aulas y en todos los niveles del sistema educativo,
un trabajo matematico de calidad y posibilitador de aprendizajes significativos para todos los estudiantes y,
en palabras de Saenz (2001, p. 57), “las tareas matematicas de explorar, formular preguntas, conjeturar y
reorganizar conjeturas, son las areas mas atractivas y aquellas por las que el aprendizaje de las matematicas
puede ser de utilidad para todos”.

Con el mismo sentido, Marmolejo y Moreno (2011, p. 516) remarcan la relevancia que tienen estas formas de
trabajar matematicamente y en particular expresan que “es necesario mirar la matematica como una
actividad social y cultural, en la que el conocimiento se construye a partir de la experimentacién y la
formulacion, contrastacion y justificacion (argumentacion) de conjeturas, y estar dispuestos a buscar patrones
y regularidades”.
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6

Interdisciplinariedad en la ensenanza y
aprendizaje de la matematica

Marcel David Pochulu y Ricardo Fabian Espinoza
6.1. Introduccion

La ensefianza de la matematica plantea grandes desafios para quienes tienen que ensefiarla en los distintos
niveles educativos. En tiempos pasados era suficiente mostrar algunas técnicas y algoritmos relevantes y
aplicarlos en problemas de una realidad falseada o manipulada para ese fin. Alsina (2007, p. 85) expresa
categdricamente que “gran parte del tiempo dedicado a la ensefianza de la matematica se dedica a la
resolucion de ejercicios rutinarios alejados de la vida cotidiana”. Ademés, Chavarria y Hidalgo (2009, p. 140)
sostienen que “nos olvidamos de llevar a nuestras aulas sencillas discusiones que permitan al estudiante
valorar el esfuerzo que le demandé a la humanidad llegar a los resultados matematicos a los cuales tenemos
acceso con tanta facilidad”.

Los retos presentados por las diversas ciencias o disciplinas llegan hoy a la clase de matematica convertidos
en problemas que plantean la necesidad de un abordaje interdisciplinario. Esto nos lleva a cambiar el modo
de pensar y actuar en la clase y, mucho mas importante adn, lograr que los estudiantes alcancen una
educacion diferente, acorde con las demandas actuales. No podemos seguir siendo profesores del siglo XIX
que ensefiamos una matematica del siglo XVII a estudiantes del siglo XXI.

Muchas de los problemas actuales requieren ser abordados en una clase involucrando contenidos que
suelen escapar a los que habitualmente trabajamos en la clase de matematica. Sabemos que estas
situaciones ponen a los profesores en la posicion incdmoda e inusual de no saber contenidos de otras
disciplinas, o incluso de la propia matematica, cuando se requiere que sea aplicada. Al mismo tiempo hay
que pensar que nos encontramos en una comunidad de aprendizaje donde el profesor es un coordinador de
los procesos de ensefianza y aprendizaje, y no quien tiene todas las respuestas. Es necesario desterrar la
idea de que el estudiante tiene que contar con todos los conocimientos matematicos para abordar un
problema, o que usara solamente métodos y algoritmos tradicionales ensefiados en la escuela. Tampoco
podemos ignorar la presencia de la tecnologia que media la resolucién de cualquier tipo de problema, y mas
aun, si pretendemos un enfoque interdisciplinario de la ensefianza de la matematica. En este sentido, el
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INFD (2010, p. 123) nos expresa puntualmente que los procesos de ensefianza y aprendizaje de la
matematica tienen que ser revisados, pues sostiene que:

La busqueda de resultados exactos a problemas matematicos hace tiempo que se mostré
insuficiente. La realidad que se pretende explicar se describe con modelos que,
mayoritariamente, se resuelven por métodos numéricos computacionales que ofrecen soluciones
aproximadas y cuya precision, generalmente, se puede controlar. Sin embargo, esta dualidad
epistémica no llega a las aulas, en las cuales prevalece la busqueda de soluciones exactas.

Podemos ver que a lo largo de la historia existio una estrecha interrelacidn entre la matematica y las demés
disciplinas, las que deben ser retomadas en las clases actuales a través de la interdisciplinariedad. Ademas,
ciencias como la biologia, fisiologia, medicina, agronomia, entre ofras, demandan actualmente nuevas
herramientas matematicas que permitan un manejo més &gil de los datos experimentales. Esto supone la
existencia de un grupo de disciplinas relacionadas entre si y con vinculos previamente establecidos, donde
se tiene que evitar el desarrollo de acciones aisladas, dispersas 0 segmentadas. De alguna manera, estamos
ante una subordinacién de las areas del conocimiento a la percepcién y comprension del mundo.

Pero, ¢ es posible llegar a la interdisciplina sin pasar por la disciplina? Andonegui (2004) plantea que la visién
interdisciplinaria requiere que no se devalle ni se mutile ninglin conocimiento disciplinar, puesto que todos
son necesarios Y, al mismo tiempo, que no se levanten muros entre las distintas ciencias dado que ninguna
de ellas es mas relevante que las demas.

No obstante, la interdisciplinariedad no debe visualizarse como el proceso de utilizar a una disciplina como
herramienta de la otra. Si bien es cierto que la matematica tiene el papel de herramienta en muchas otras
ciencias para la resolucion de problemas, no puede ser concebido este procedimiento como
interdisciplinariedad. Chavarria e Hidalgo (2009) sostienen que ignorar o despreciar las interrelaciones entre
las ciencias, incluida actualmente la tecnologia, alimenta una polémica estéril que se transfiere de forma
inevitable al &mbito escolar.

Nicolescu (1996) distingue tres grados de interdisciplinariedad: a) de aplicacion, cuando las estrategias o
técnicas de una disciplina se traspasan a ofra con el objetivo de obtener diferentes resultados; b)
epistemoldgico, cuando la transferencia de los métodos de otras disciplinas impacta la epistemologia de otra
disciplina; y ¢) de concepcion, cuando surgen nuevas disciplinas mas complejas a partir de otras mas simples
(como por ejemplo la medicina matematica y la oceanografia).

Mas allé de esta caracterizacion, lo cierto es que la interdisciplinariedad es indispensable para el aprendizaje,
la practica holistica y el desarrollo de las habilidades en los estudiantes para el futuro laboral que les espera.
La interdisciplinariedad se ha convertido en un aspecto esencial de la actitud humana y aparece como una
demanda en programas de innovacion de la ensefianza, razon por la cual, no podemos ignorar lo que
acontece en la realidad, si estamos involucrados en la educacion y formacion de estudiantes y profesionales.

6.2. Hacia un enfoque interdisciplinario de la ensefianza de la matematica

La mayor dificultad para abordar un enfoque interdisciplinario de la ensefianza de la matematica se
encuentra en que el cuerpo de profesores decida trabajar de una manera diferente al modo en que
aprendieron la disciplina y, en muchos casos, al modo en que la estan ensefiando. El punto de partida no
seria tomar las interrelaciones entre las disciplinas, sino mas bien, las interrelaciones entre los fendomenos y
los procesos que son objeto de estudio en la resolucién de problemas que estan vinculados con la realidad
(Motta, 2002).

A su vez, es necesario que el cuerpo de profesores sea reflexivo ante las necesidades que tienen las
disciplinas y las herramientas que puede brindar la matematica. Por ejemplo, si analizamos lo que acontece
con problemas del mundo real de las disciplinas, advertimos que, en general, parten de datos
experimentales. Con ellos se buscan modelos matematicos para describir las relaciones entre las variables y
asi poder pronosticar, predecir, estimar o anticipar comportamientos en el corto y mediano plazo.
Eventualmente se presentan graficas que muestran la relacién entre las variables y en este caso, las nuevas
tecnologias suelen ser un buen aliado. Estas teméticas sin dudas se encuentran insertas en la matematica,
pero ¢ se abordan en una clase habitual dentro de una carrera no matematica?
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Veamos ahora lo que ocurre en la clase de matematica. Para abordar la problematica, el profesor suele partir
de un modelo funcional previamente establecido y se preocupa por hacer y mostrar un analisis minucioso del
comportamiento de la funcién, prescindiendo incluso de nuevas tecnologias. El estudio conlleva a determinar
en forma algebraica y con tediosos calculos las curvaturas, maximos y minimos locales, raices, asintotas,
paridad, entre muchos ofros objetos matematicos. Posteriormente se procede a realizar un grafico
aproximado de la funcion y a mano alzada. ¢ Esto era lo que requeria el campo profesional? Definitivamente
no, pues no era la preocupacion central hacer un grafico de una funcion, la cual no se tiene en la mayoria de
los casos o se realiza facilmente con un software. En consecuencia, existe un divorcio entre lo que requieren
las diferentes ciencias y lo que esta aportando actualmente la matematica.

Es necesario pensar en un enfoque unificado, donde se trabajen problemas reales del campo profesional en
el que se inserta la matematica. ¢ Significa que no tenemos que pasar por la disciplina? No, pues podemos
trabajar lo disciplinar desde la misma interdisciplinariedad. ¢Significa que tenemos que abandonar los
conceptos centrales de la disciplina? No necesariamente, pero si revisar lo que estamos ensefiando vy la
metodologia empleada, como asi también, incorporar temas que se requieren actualmente desde las demas
disciplinas y suprimir otros que quedaron obsoletos.

Entendemos que un estudiante deberia acceder a estos contenidos buscando informacion al respecto, lo que
implica hacer una seleccion de las variables adecuadas, la relevancia de las mismas, la exactitud de los
datos y la confiabilidad de las fuentes. Si todos los datos son suministrados con el problema, se coarta la
formacién de estudiantes con pensamiento critico para la busqueda de informacion. Tampoco es l6gico
pensar que el trabajo de busqueda de informacion sea tarea exclusiva del alumno. Lograr que los estudiantes
encuentren informacién adecuada en la marafia de la web, por ejemplo, no es un trabajo menor para los
profesores, pues Internet no puede ser considerada solo como un sitio de consulta.

6.3. Relato de una experiencia de clase

Relatamos una experiencia particular que involucra el tratamiento de modelos funcionales, con el propdsito
de que se advierta la filosofia de trabajo que esbozamos sucintamente en la seccion anterior. Como ejemplo,
abordaremos una tematica actual que involucra el crecimiento poblacional o demografico.

El crecimiento poblacional o demogréfico se define como el cambio que se produce en el nimero de
individuos de una poblacién, de cualquier especie, en un cierto plazo, y puede ser cuantificado como el
cambio en dicho numero usando “tiempo por unidad” para su medicién. Es un fenémeno biolégico ligado a la
capacidad reproductiva de los seres vivos.

Los estudios del crecimiento de las poblaciones echan luz sobre la planificacion de mejoras en el
rendimiento, la produccién y la calidad de vida de las distintas especies, pero también alertan sobre la
explotacién de los recursos naturales y la contaminacion. Ademas, las determinaciones y predicciones del
crecimiento poblacional aportan innumerables herramientas que permiten planificar condiciones de salud,
producciones alimentarias y, en general, programas que ayuden al progreso de una especie. Estos estudios
pueden realizarse a partir de diversos modelos matematicos, segun la poblacién tenga o no crecimiento
acotado, disponga 0 no de un nivel minimo de individuos, esté expuesta o no a siembras y cosechas, crezca
0 no con ritmo uniforme, etc.

Si buscamos informacién en Internet sobre el crecimiento de la poblaciéon mundial, podemos advertir que a
partir de 1950 practicamente se ha triplicado, pues para principios del 2018 se estimaba en 7580 millones, lo
cual es motivo de preocupacion. Este crecimiento no es homogéneo y se pueden determinar periodos de
disminucién y/o en aumento, los cuales guardan estrecha relacion entre los diferentes espacios geograficos.

Nos proponemos abordar como problema el crecimiento poblacional o demogréfico de Argentina y para ello,
proponemos la siguiente consigna:
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Problema

Establecer y fundamentar un modelo matematico que
permita describir la dinamica poblacional de
Argentina. Asimismo, anticipar la cantidad de
habitantes que tendra Argentina para dos afios
futuros particulares y comparar los resultados con lo
proyectado por organismos oficiales. Entendemos
que la respuesta tiene que estar fundamentada a
través de un estudio matematico, mas que limitarse a
la busqueda de esta informacion en Internet.

Para avanzar en la busqueda de respuestas al problema propuesto, haremos un recorte y simplificacién del
mismo. Entendemos que el crecimiento demografico mide el aumento, en un periodo especifico, del nimero
de personas que viven en un pais 0 una regién. Ligado a este concepto, esta el de tasa de crecimiento
demogréfico que depende de la tasa de natalidad y de la tasa de mortalidad, de los movimientos migratorios,
entre otros. La tasa de natalidad depende, a su vez, de la tasa de fecundidad. La tasa de fecundidad esta
influida por muchos factores, pero el principal es el nivel cultural de la sociedad y especialmente de las
mujeres, pues se acepta que, a mayor cultura, menor numero de hijos se tienen. La tasa de mortalidad
depende del grado de desarrollo econdémico y sanitario del pais.

Una primera simplificacién que hacemos del problema es no tener en cuenta todas estas variables del
crecimiento poblacional. Nos limitaremos a analizar datos numéricos aportados por los censos realizados en
Argentina en los ultimos afios y las tendencias que parecerian estar marcando.

Iniciamos entonces buscando los datos de los Ultimos censos realizados en Argentina. El objetivo sera
encontrar algunos modelos que permitan estimar el crecimiento poblacional, con todas las limitaciones que
tiene el modelo encontrado debido a la simplificacion realizada. Los datos pueden ser faciimente encontrados
en la red, con los que podemos hacer un diagrama de dispersion y primer ajuste.

Partimos de un primer supuesto: “El crecimiento poblacional de Argentina ha sido lineal”. Esto es, asumimos
que cada afio la poblacién ha crecido en una magnitud constante. A su vez, denotamos con N el nimero de
habitantes o poblacion, en millones de personas, y con t, el tiempo transcurido desde 1869 (Figura 1).

«s| Poblacion (millones de personas)

. N = 0.280271¢ — 2.734891 L -
35 R? = 0.9603514266 .

25 e :

__Q._-"'To_- 20 3 40 50 60 70 8 9 100 110 120 130 140 150 160 170
g Afios transcurridos desde 1869

Figura 1: Ajuste lineal al crecimiento poblacional de Argentina
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Se observa, en general, que la recta hace un ajuste bastante bueno de los datos. Su pendiente indica que,
en promedio, a cada incremento de una unidad en el tiempo le corresponde un incremento aproximado de
280271 habitantes. Para ciertos intervalos de tiempo el modelo lineal proporciona una cantidad de habitantes
superior a la arrojada por los censos, mientras que en otros es inferior.

Ahora bien ;cdmo podemos saber si es bueno el ajuste de la recta? Existen diversas formas de resumir el
grado en el que una recta se ajusta a una nube de puntos. Se podria usar la media de los residuos, o la
media de los residuos en valor absoluto, o las medianas de alguna de esas medidas, o alguna funcién
ponderada de las mismas, efc.

Una medida de ajuste que ha recibido gran aceptacién en el contexto del analisis de regresion es el
coeficiente de determinacion R?: el cuadrado del coeficiente de correlacion mdltiple. Se trata de una medida
estandarizada que toma valores entre 0 y 1 (0, cuando las variables son independientes y 1, cuando entre
ellas existe relacion perfecta). El coeficiente de determinacién representa la proporcién de la variacion total
de los valores de “y” que se pueden explicar por una relacion lineal con los valores de “x”. R? x 100 se
puede interpretar como el porcentaje de la variabilidad de la variable dependiente explicada por el modelo de
regresion.

De manera que el modelo lineal es un buen ajuste para esta distribucién de datos, pues el coeficiente de
determinacion R? explica en un 96.07 % la relacion entre las variables tiempo y habitantes. Es decir, se
estima que el 96.07% de las variaciones en la poblacion pueden ser explicadas por variaciones en el tiempo.
No obstante, para crecimientos poblacionales, los modelos lineales son aconsejables solamente en periodos
cortos (6 meses, 1 0 2 afios). Este modelo proyecta una poblacién de 39585977 para el afio 2020, valor que
se encuentra por debajo de la proyeccion realizada por el INDEC (2013) para ese afio, la cual es de
45376763, e incluso, de la cantidad de habitantes que tenia Argentina para el afio 2010.

Si observamos el grafico de la Figura 1 podemos advertir que la nube de puntos no esta sobre una linea
recta, pero si sugiere que podria ajustarse un modelo polindémico. Entre ellos, el mas simple es el modelo
cuadratico. Nos valemos de un software para realizar el ajuste (GeoGebra en este caso) y el célculo del
coeficiente de determinacion, ya que la intencidn es analizar modelos y su poder predictivo, mas que realizar
calculos estadisticos, como se aprecia en la Figura 2.
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Figura 2: Ajuste cuadratico al crecimiento poblacional de Argentina

Este modelo se constituye en un muy buen ajuste de esta distribucion de datos, el 99.92% de las variaciones
en la poblacién pueden ser explicadas por variaciones en el tiempo. Incluso, visualmente podemos apreciar
que es mejor que el modelo lineal. Pronostica una poblacion de aproximadamente 45544936 habitantes para
el afio 2020, siendo de 45376763 lo proyectado por el INDEC (2013) y de 56341262 habitantes para el 2040,
contra 52778477 estimado por el INDEC (2013).

Podriamos continuar con otros modelos polinémicos de grado mayor a dos, pero nos interesa hacer un
pasaje por diferentes ajustes. Consideremos ahora un modelo exponencial, en el cual se asume una tasa de
crecimiento que se aplica a la poblacién en cada infinitésimo de tiempo, y presupone una acumulacién
instantanea (Figura 3). Este modelo también es un buen ajuste para la distribucién de estos datos, segun lo
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explica el coeficiente de determinacion R% en un 90.48 %. Estima una poblacion de aproximadamente
62294257 habitantes para el 2020 y de 95641629 para el afio 2.040, aunque son cifras bastante alejadas de
las que proyecta el INDEC, que analiza los datos incorporando variables poblacionales que no usamos.
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Figura 3: Ajuste exponencial al crecimiento poblacional de Argentina

Es importante destacar que en ausencia de limitaciones impuestas por el medio (espacios, alimentos,
energias en general, efc.), y teniendo en cuenta que las especies bioldgicas estan dotadas para producir
mayor numero de descendientes que los necesarios para mantener el tamario de la poblacién, el crecimiento
no tendria cota. Los modelos anteriores pueden constituirse en importantes herramientas de prediccion en
estos casos y bajo las hipétesis enunciadas. Una poblacién con muy pocos individuos practicamente no
enfrenta resistencia ambiental y, en consecuencia, su crecimiento es aproximadamente exponencial.

En los casos en que existan limitaciones del medio, como ocurre con la poblacién humana en general, es
necesario considerar otro recurso de modelizacion. A medida que la poblacién crece, la resistencia ambiental
aumenta, porque los recursos disponibles empiezan a escasear y los residuos se acumulan. En
consecuencia, el crecimiento de la poblacién se desacelera, apartandose cada vez mas del modelo
exponencial.

Cuando el tamafio de la poblacién es igual a la capacidad de carga o sostenimiento, la tasa de crecimiento
per cépita es cero y el tamafio de la poblacién permanece en equilibrio. Se llama capacidad de carga al
maximo nimero de individuos que el ambiente puede soportar. En ocasiones, una poblacién puede estar por
encima de esta cota. Cuando esto sucede, la tasa de crecimiento es negativa (la mortalidad es mayor que la
natalidad) y la poblacién disminuye. A veces, esto ocurre porque la capacidad de sostenimiento, en vez de
permanecer constante, disminuye como consecuencia de cambios ambientales, inmigraciones, adaptacion y
resistencia ambiental con retardo, etc.

Este tipo de crecimiento se puede modelizar mediante la siguiente ecuacién diferencial:

dP— P-(k—P)
ac ¢

donde a representa un factor de proporcionalidad. Por razones de conveniencia para el calculo de esta
ecuacion diferencial, se puede introducir un nuevo factor r = % que representa la tasa de crecimiento de
baja poblacidn, cuando todavia no hay limites en los recursos. En este caso, el modelo se puede escribir:

dP_ P(l P)
ac K

donde r no es constante como en el modelo exponencial y la constante k representa el nimero de
individuos que puede soportar un ecosistema sin sufrir un impacto negativo. En la realidad, la densidad de la
poblacién no suele nivelarse en un estado estable inmediatamente por debajo de k, sino que fluctla arriba y
abajo del mismo. En esta ecuacion se puede determinar que r - P define un crecimiento proporcional al

numero de individuos, lo mismo que sucede en el modelo exponencial, mientras que %-PZ, frena el
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crecimiento y cuando alcanza un nimero de individuos tal que P = k, el crecimiento se anula, teniendo en
cuentaque P’ = 0.

Para obtener el comportamiento de una poblacién que se rige segun la ecuacidn anterior, se debe resolver la
ecuacion diferencial, por ejemplo, por el método de separacion de variables:

ap dt 1<1+ ! )dP dt 11 ( ) t+C d Ae™
—_—_—— = —|— —_— = = — = = —=
P "\P k=P e Kk—p_ "¢
rP(1 F
rt
Al despejar P de esta Ultima expresion tenemos: P = %. Si se impone la condicion inicial P(0) = 0, se
. _ Py . . . - . _ kPge™
obtiene A = P por lo tanto la solucion general de la ecuacion logistica sera: P(t) = TP D)

Esta Ultima recibe el nombre de funcion logistica, curva logistica o curva en forma de S. El parametro P,
determina la poblacion inicial del sistema y debe permanecer mayor que cero y menor que k. No puede ser
cero, porque la poblacion inicial necesita de individuos para reproducirse. Tampoco puede ser igual a k, pues
la poblacion tendria escasa o nula capacidad de reproduccion. Cuando transcurre mucho tiempo, la
poblacién se estabiliza, alcanzando una cota k que representa la capacidad de carga del sistema; esto es:
lim,_ P(t) =k

Una vez conocido el comportamiento logistico de la distribucion de datos y sobretodo la expresion algebraica
del modelo correspondiente, se pueden contestar las preguntas planteadas en el problema abordado. Esto
es, determinar la cantidad de individuos que tendré la poblacion de Argentina en cualquier tiempo, como asi
también, el tiempo que transcurre en el cual la poblacién logra alcanzar una determinada cantidad de
individuos. Cabe aclarar que no se pueden obtener las respuestas requeridas por el problema a partir del
solo uso de tablas o graficos.

La curva logistica describe un ciclo de crecimiento que consta basicamente de las siguientes fases: a) Una
transicion gradual de condiciones casi estacionarias a un aumento considerable de la poblacién, b) una
aceleracion del ritmo de crecimiento hasta que se aproxima a un maximo, ¢) un retardo del ritmo de aumento
y d) una transicién gradual hacia condiciones casi estacionarias. Si no se desea abordar el problema
partiendo del planteo y resolucion de una ecuacion diferencial, podemos apelar a realizar un ajuste logistico
con un software, como queda reflejado en la Figura 4.
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Figura 4: Ajuste logistico al crecimiento poblacional de Argentina

En este modelo se tiene que RZes 99.92% por lo que el mismo puede considerarse un buen ajuste para
dicha distribucion de datos. Se estima que la poblacién en el afio 2020 sera de cerca de 43428176 habitantes
y de 49146446 para el 2040. Ambos valores se encuentran por debajo de los proyectados por el INDEC
(2013), e incluso por los estimados en el modelo polinémico de grado 2 que resultaba tener un buen ajuste.
Realicemos ahora una comparacion entre analisis de datos y modelos de ajustes. Comenzamos por
recuperar cada uno de los modelos abordados en un mismo grafico (ver Figura 5).
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Figura 5: Diferentes modelos de ajustes al crecimiento poblacional de Argentina

Como se puede apreciar, existen importantes diferencias en las predicciones hechas por los diferentes
modelos con respecto a la poblacién de Argentina para los afios 2020 y 2040. Si tenemos presente la
estimacién realizada por el INDEC (2013) sobre la poblacién de Argentina para los afios en cuestion, los
valores se encuentran comprendidos entre los determinados por el modelo polinémico y el logistico, lo cual
también se puede apreciar en el gréfico de la Figura 5.

Si tenemos presente los resultados del censo 2010, difundidos por el INDEC, en Argentina viven alrededor
de 40117096 habitantes, lo cual representa un 10.6 % mas que la década anterior. Esta cifra confirma que
existe un crecimiento poblacional cada vez mas lento. Ubica al pais en una transicién demografica, lo cual
significa que se aleja de los paises de menor desarrollo, donde las tasas de crecimiento llegan al 3% anual, y
se acerca a los paises desarrollados, donde la tasa de natalidad es menor. La tasa del 10.6 % es esperable
con las proyecciones que existian, las que estimaban un aumento de 1.5 % anual. La poblacién argentina
sigue creciendo, aunque con menor tasa de acuerdo con los Gltimos censos y entonces estaria en el tramo
de retardo del ritmo de aumento del modelo logistico. Esto se podria interpretar como que todavia falta
bastante tiempo para que la poblacion se estabilice. Por estar en una etapa de crecimiento y ademas por
considerar un breve lapso de tiempo de estudio (1869 - 2010), los modelos lineal, exponencial y cuadratico
se ajustan bastante bien a la distribucion de datos. Si se aumenta este lapso de tiempo de estudio, quizas se
obtengan modelos que permitan predecir mejores resultados. Por lo expresado anteriormente, el modelo
logistico seria, de los cuatro analizados, el que mejor ajusta el crecimiento poblacional del pais a largo plazo,
con las limitaciones que le impusimos al estudio.

Cabe destacar que rara vez se incorpora el modelo logistico a los programas de matematica, siendo que es
uno de los demandados por las ciencias que estudian dindmicas poblacionales, propagaciéon de
enfermedades epidémicas, difusion en redes sociales, efc.

6.4. Conclusiones

Consideramos firmemente que existen otras formas de trabajar y hacer matematica en el aula, ademas de la
tradicional en la que nos formamos la mayoria de los profesores. Un enfoque unificado de ensefianza de la
matematica esta mas prdximo a los campos profesionales de las carreras y no se descuidan los contenidos
de matematica, que suelen ser una preocupacion central de los profesores. Si bien no relatamos los
procesos de evaluacion que llevamos a cabo, las investigaciones realizadas con estudiantes muestran que
se advierten logros significativos en los aprendizajes, no solo de conocimientos disciplinares, sino
interdisciplinares.

Como contracara, tenemos que al profesor se lo pone en una situacién incdmoda e inusual, que deviene de
no saberse todas las respuestas, porque entra en juego lo interdisciplinar. En este sentido, es necesario que
nos involucremos en los conocimientos y logica de otros campos disciplinares, fundamentalmente cuando
impartimos clases en carreras no matematicas. Por otro lado, tenemos a los estudiantes que suelen sentirse
mas comodos en ambientes tradicionales de ensefianza de la matematica, y no en enfoques que demandan
mayor protagonismo de ellos.
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Un dispositivo didactico para cursos de
Estadistica en el Nivel Superior

Gabriela Pilar Cabrera
7.1. Introduccion

En la actualidad la mayor parte de las escuelas secundarias, a nivel mundial, incluyen el analisis de datos y
la probabilidad en el curriculum de matematica. Sin embargo, muchos de estos estudiantes, asi como
aquellos de cursos de Introduccidn a la Estadistica en la universidad, no poseen un bagaje matematico
suficiente para el estudio formal de dichos temas. Sumado a esto, el modo algoritmico que se utiliza para
presentar las principales ideas que subyacen el razonamiento estadistico no favorece su comprension y
aplicacion (Batanero, Garfield, Ottaviani y Truran, 2000; Behar y Grima, 2004; Cobb, 2007).

Al respecto, Garlfield y Ben-Zvi, (2008) refieren que la Estadistica en el nivel secundario y terciario deberia
parecerse menos a los cursos de matematica y mas a una ciencia aplicada. Para Behar y Grima (2015), si
bien la matematica hizo posible la construccion de los teoremas que sustentan la Teoria Estadistica y la
Teoria de Probabilidades, sin los cuales su aplicacion seria muy limitada, la estadistica no es matematica en
su aplicacion.

Por su parte, Rossman, Chance y Medina (2006) sostienen que la formacién de profesores de estadistica
requiere la experiencia en el analisis estadistico de datos reales, que implican necesariamente la variabilidad,
la extraccion de conclusiones en el marco de la incertidumbre y la necesidad de familiarizarse con software
estadisticos. En otras palabras, en los profesorados de matematica, la estadistica deberia de ser tratada
como ciencia aplicada en su ensefianza y no como matematica propiamente dicha (Batanero, 2015).

En términos de Aliaga, Cuff, Garfield, Lock, Utts y Witmer (2005), la omnipresencia de la variabilidad de los
datos distingue a la estadistica de la matematica. Por ello y con el fin de promover el razonamiento
estadistico, Garlfield y Ben-Zvi (2008) recomiendan que los estudiantes experimenten de primera mano el
proceso de recoleccidn y exploracion de datos, y dispongan de una amplia experiencia en la elaboracién de
conclusiones en el marco de la incertidumbre. Dicho de otro modo: “es necesario crear espacios de trabajo y
reflexién donde los conceptos estadisticos y los principios del pensamiento bajo incertidumbre puedan ser
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bien entendidos y adoptados bajo buenas practicas del analisis contemporaneo de datos” (Di Rienzo,
Casanoves, Gonzalez, Tablada, Dias, Robledo y Balzarini, 2013, p. 4).

Siguiendo esta linea de pensamiento y en busqueda de resolver el problema de las dificultades que implica la
ensefianza de estadistica y su aprendizaje en carreras universitarias que no tienen una carga matematica
importante en su formacion, se lleva a cabo en la catedra de Bioestadistica de la carrera de Medicina
Veterinaria de la Universidad Nacional de Villa Maria (UNVM) un proceso de investigacion-accién continuo.
Este proceso se inscribe en el marco de las definiciones de estudios a nivel internacional, que avalan el
interés por re-pensar la pedagogia de los cursos introductorios de Estadistica (Aliaga, Cuff, Garfield, Lock,
Utts & Witmer, 2005; Ben-Zvi, Gil & Apel, 2007; Pratt, Ainley, Kent, Levinson, Yogui & Kapadia, 2011;
Garfield, delMas & Zieffler, 2010; Tintle, VanderStoep & Swanson, 2009; Tintle, Chance, Cobb, Rossman,
Roy, Swanson & VanderStoep, 2014; Trumpower, 2013; Kaplan, 2011; Rubin, 2013; Behar, Grima, Ojeda y
Cruz, 2013).

Los estudiantes de Medicina Veterinaria cursan la asignatura Bioestadistica en el segundo cuatrimestre de su
primer afio de cursado de la carrera. Previo a ello, disponen de un cursillo de Introduccion a la Matematica de
un mes duracién y una carga horaria de 20 horas reloj en total. La situacion descripta plantea un escenario
con estudiantes que posiblemente dispongan de un bagaje insuficiente de conocimientos de Algebra y
Analisis Matematico; conocimientos requeridos para el tratamiento formal de la Estadistica Inferencial.

Con relacién a lo dicho y para dar respuesta a la necesidad de re-plantear el modelo pedagogico-didactico en
la ensefianza de la Estadistica en cursos introductorios de nivel universitario, en el presente capitulo se
describe un dispositivo didactico dinamico, colaborativo, interactivo e hipertextual, situado en el contexto de
las Ciencias Veterinarias.

Ahora bien, para el seguimiento y evaluacion continua de la implementacion de este dispositivo didactico, se
aplica el criterio de idoneidad didactica global para las seis idoneidades parciales: epistémica, cognitiva,
interaccional, mediacional, emocional y ecologica. Este proceso de estudio se orienta en las
recomendaciones de Godino, Contreras y Font (2006), Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi (2007) y Godino
(2013).

7.2. Caracterizacion del dispositivo didactico

7.2.1. Componentes del dispositivo didactico

La Secuencia de Actividades para el proceso de aprendizaje de Bioestadistica (SAB) es un documento
dinamico, colaborativo interactivo, hipertextual, a la vez que situado en el contexto de las Ciencias
Veterinarias. Se estructura en el marco de las definiciones de la dialéctica herramienta-objeto propuesta por
Douady (1984). Segun esta autora, los conocimientos han de ser tratados primero como herramientas para
resolver situaciones problemas y luego como objetos de estudio, a partir de la construccion colectiva
mediada por el docente (Cabrera y Bonyuan, 2010).

Cabe destacar que esta construccion colectiva se logra solo en el marco de una clase reflexiva. Litwin (1997)
entiende que la clase reflexiva permite la construccion, adquisicién y apropiacion del conocimiento,
fomentando la comprensién del estudiante, a partir de la utilizacion de un lenguaje de pensamiento durante la
clase, de expectativas puestas en la reflexion del estudiante que acompafian al proceso reflexivo del
docente, de la generacién de habitos en relacion con el interrogarse y una disposicion del pensamiento en
términos de actitudes y valores.

Ahora bien, el conocimiento a aprender y por tanto a ensefiar, surge, se consolida y evalta a partir de una
serie de escenarios que emergen de proyectos de investigacion y/o extension desarrollados en la carrera de
Medicina Veterinaria de la UNVM. En la Figura 1, se mencionan las tres orientaciones que hacen al perfil del
Médico Veterinario y dan sentido a los escenarios que componen la SAB. También se utilizan como
escenarios posibles, resultados de investigaciones relacionadas con la Medicina Veterinaria disponibles en
publicaciones académicas.
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Figura 1: Contexto de la SAB

Cabe sefalar que las asignaturas Bioestadistica (segundo cuatrimestre del primer afio de cursado en la
carrera) y Metodologia de la Investigacion y Evaluacion (cuarto afio de cursado) constituyen el ndcleo central
en el que se abordan, en espiral cognitivo, los conocimientos y herramientas de Estadistica Descriptiva e
Inferencial. En tanto, en Informatica (primer afio), los estudiantes adquieren habilidad en el uso del software
estadistico InfoStat y de la herramienta de planilla de calculo Excel.

Para continuar con la descripcion de este dispositivo didactico, en la Figura 2 se presenta un esquema de la
SAB, a modo de visualizacion de su dinamica estructural.
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Figura 2: Dindmica estructural de la SAB

La dinamica estructural de este dispositivo didactico tiene como centro vertebrador a la SAB. La SAB es un
documento de Word dindmico, interactivo y colaborativo que se presenta en sucesivas versiones y se
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consigna con el nombre de archivo: SAB-Unidad-Version. En el nombre de este archivo queda entonces
indicado: la unidad del programa que se aborda y la version.

Las sucesivas versiones se publican y comparten en un grupo cerrado de Facebook. Este espacio digital
funciona como pizarrdn electrénico, en que se publican consignas e indicaciones para la organizacion
cotidiana de la tarea y el desarrollo de cada una de las clases. Quedan alli plasmadas dudas, aportes y
comunicaciones entre docentes y alumnos como entre estudiantes.

La primera version de la SAB se comparte antes de la clase en la que se trata por primera vez el “nuevo
conocimiento”. En esta, se proponen los escenarios en formato de casos de estudio y/o situaciones
problemas y ademas, una serie de juegos de simulacion. Al concluir la clase, se comparte la nueva version
de la SAB con las actualizaciones que plasman las intervenciones del docente, los aportes de los estudiantes
y las vinculaciones con otros documentos de interés (textos, link, capitulos de libros). Todo aporte a las
conceptualizaciones requeridas se inserta en formato de hipertexto con la opcion de Word “revisar’/ “insertar
comentarios”. De este modo se obtiene un documento “hipertextual” construido de manera colaborativa,
colectiva y on-line.

Es en este momento en el que los grupos de estudiantes se abocan al analisis de los casos de estudio y la
resolucion de los problemas indicados en el documento de SAB, ahora ya con las muestras aleatorias
asignadas a cada grupo, y el equipo docente las genera y publica en el grupo de Facebook. Cada grupo de
estudiantes aborda la resolucién del problema de acuerdo con los datos que les fueron asignados, los
resultados obtenidos se comparten en la cuenta de Google Drive y se analizan de manera colectiva en la
clase siguiente del practico.

El hecho de presentar muestras aleatorias para la resolucion del caso de estudio en cuestién se sustenta en
la recomendacién de Moore (2004), con relacién a que los que los datos se traten como si fueran una
muestra aleatoria o procedieran de un disefio aleatorizado. En consonancia con esto, se concibe a las
simulaciones informaticas como el principal insumo para el anclaje de los postulados tedricos y las
correspondientes implicancias practicas de los conocimientos estocasticos.

Cabe precisar y destacar el uso del software estadistico InfoStat (versién 2016) como herramienta de calculo
para las medidas y procedimientos estadisticos que se proponen en el programa de estudio de la asignatura.
En términos de Moore (2004), los calculos automaticos aumentan la capacidad de los estudiantes para
resolver problemas, reducen la frustracién y ayudan a los estudiantes a concentrarse en las ideas y en la
identificacion del problema mas que en la mecanica de su resolucion. Por tanto, el software estadistico
InfoStat se constituye en el soporte principal para el andlisis de los datos. Sumado a esto, los estudiantes
desarrollan las competencias basicas para su correcta utilizacion.

Este proceso de construccion colaborativa y situada del conocimiento se completa con instancias de
aprendizaje ubicuo gestionadas por medio de la red social Facebook, Google Drive y la serie de videos
tutoriales creados por el equipo docente para cada clase que se publican en el canal de YouTube. Estos
videos tutoriales refieren tanto a los conceptos y procedimientos desarrollados en la clase, como al modo en
el que fueron abordados. Es asi que los estudiantes disponen de todas las clases para ser “re-visadas” y “re-
construidas” en un tiempo diferente al que se suceden. Esto da lugar a un entorno de aprendizaje ubicuo: el
aprendizaje se transforma en una proposicion de “en cualquier momento y en cualquier lugar”, los procesos
de aprender estan integrados mas a fondo al flujo de las actividades y las relaciones diarias (Burbules, 2014).
Este entorno de aprendizaje ubicuo propicia, mediante los videos tutoriales realizados por el equipo docente,
que algunos conocimientos sean abordados en una instancia “no presencial” situada en el contexto de la
dindmica estructural del dispositivo didactico.

Cada grupo de estudiantes almacena los registros de avances de sus aprendizajes en una cuenta de Google
Drive que comparte con el equipo de docentes. El E-Portafolio posibilita un proceso de evaluacion continua
por parte del equipo docente, de co-evaluacion por parte de los pares y autoevaluacion de cada estudiante.
Completo el E-portafolio, se presenta a los estudiantes la evaluacién “simulacién” o “ensayo de evaluacion
integradora” dos semanas antes de la evaluacién integradora individual y escrita. Este ensayo de evaluacién
tiene por objetivo propiciar la consolidacion de los conocimientos abordados durante toda la asignatura. En
este momento, los estudiantes reconocen qué comprenden, cdmo lo comprenden y aquello que aun no
lograron comprender.
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7.3. Ejemplos que componen el dispositivo didactico

7.3.1. Escenario de organizacion de grupos y asignacion de muestras aleatorias

La organizacion de las presentaciones orales de los grupos se construye juntamente con los estudiantes.
Aparece aqui la necesidad de buscar un modo de organizacion y se propone que sean dos grupos por clase
de préctico. Por ejemplo, una clase de 42 estudiantes y grupos de 3 estudiantes cada uno. La cuestion a
resolver en los respectivos grupos es: ;de cuantas maneras distintas podrian ocurrir las presentaciones
orales por parte de los grupos?

Los estudiantes proponen posibles configuraciones de presentaciones a partir de heuristicas. Como la
cantidad de grupos resulta un nimero grande para probar con diferentes procedimientos heuristicos, se
propone como estrategia pensar en un total de 6 grupos posibles. En la Figura 3, se muestra una de las
heuristicas elaboradas.

Figura 3: Procedimiento propuesto por uno de los grupos de estudiantes

A partir de las heuristicas propuestas por los estudiantes, se presenta la idea de combinatoria con apoyo de
la App “Célculo combinatorio”. Se decide el uso del celular, ya que la mayoria de los estudiantes tienen
acceso al mismo. Se obtiene C2 = 15 maneras distintas de realizar presentacion de a dos grupos, si son 6
los grupos posibles.

Ahora bien, para decidir cual de las presentaciones ocurrira, los estudiantes proponen realizar un sorteo y
para ello, se usa la App que simula un sorteo en bolsa de papel. La aplicacion solicita indicar si es un sorteo
con o sin reposicion, cuestion que da sentido a la conceptualizacién de “experimentos aleatorios con y sin
reposicion”.

Se realiza el sorteo en bolsa sin reposicion y se propone una posible secuencia de presentaciones. Este
procedimiento se vuelve a realizar dos veces mas. A partir de la simulacién efectuada, queda planteada la
definicién de muestreo aleatorio simple como un método de seleccion de “n” unidades de una poblacién de
tamafio “N”, de tal modo que cada una de las muestras posibles tenga la misma oportunidad de ser elegida
(Cochran 1983 en Di Rienzo et al., 2013).

Se retoman los 14 grupos y se procede al “sorteo sin repeticion”, hasta lograr la secuencia de presentaciones
orales por parte de los grupos.

7.3.2. Ejemplo de actividad de investigacion

Estas actividades implican la lectura previa a la clase de un determinado teérico, del material bibliografico y el
analisis de los escenarios a partir de esta informacién. Con los planteamientos de los posibles modos de
abordar el analisis y/o la solucién de los problemas se trabaja en la clase del tedrico correspondiente, para
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construir la conceptualizacion de técnicas de muestreo aleatorio. A continuacion, se presentan algunos de los
escenarios que se trabajaron:

Escenario 1

En la ciudad de Villa del Rosario, el 4 de octubre de 2013 se llevoé a cabo un
Encuentro Latinoamericano de Estudiantes de Medicina de Veterinaria. Un grupo de
estudiantes penso en aprovechar este evento, al que asistieron estudiantes de otras
partes de nuestro pais y paises vecinos para conocer, la percepcion de los
participantes acerca de ciertos mitos y verdades sobre los animales. Decidieron
realizar una encuesta estructurada. Solicitaron a los organizadores del evento, el
listado de los 850 participantes inscritos y los codificaron con un nimero del 1 al 850.
A su vez, acordaron realizar la encuesta a una muestra representativa de estos 850
estudiantes. Usaron el software estadistico InfoStat para seleccionar una muestra
aleatoria de tamano 255 e indicaron en la lista de participantes, los seleccionados.
Cuestion: Analicemos los objetivos del estudio y representemos en un video la
metodologia de muestreo implementada.

Escenario 2

En la asignatura Metodologia de la Investigacion y la Evaluacion, los estudiantes de
manera colaborativa aportaron al desarrollo del proyecto de investigacién: “Estudio
seroepidemiolégico de Brucelosis humana en estudiantes de Medicina Veterinaria de
la UNVM". Acompanados por un grupo de docentes, disefiaron una encuesta semi-
estructurada. Analizaron la factibilidad de aplicar la encuesta a todos los estudiantes
activos en la carrera, ya que solo se disponia de dos semanas para implementar el
instrumento. En un espacio de debate, se analizaron ventajas y desventajas de tres
propuestas:

Propuesta 1: Realizar la encuesta a “todos” los estudiantes considerados activos en
la carrera.

Propuesta 2: Seleccionar algunos de los estudiantes por medio de un muestreo
aleatorio simple sin reposicion.

Propuesta 3: Realizar un muestra aleatorio estratificado, considerando a cada curso
como un estrato.

Cuestion: Analicemos las propuestas que se pusieron a consideracion, teniendo
como criterios la pertinencia en relacién al objetivo del estudio y la factibilidad de
implementacion.
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Escenario 3

¢/ Cuantos peces hay en una laguna? "
Supongamos gue uno esta en los alrededores de una laguna. Es decir, un cuerpo de agua de
proporciones razonables. Uno sabe que alli es posible pescar, pero querria estimar cuantos
peces hay. ; Como hacer?
Naturalmente, estimar no quiere decir contar. Se trata de poder adquirir una idea de lo que hay.
Por ejemplo, uno podria conjeturar que en la laguna hay mil peces o que hay mil millones de
peces. Obviamente, no es lo mismo. Pero ;como hacer?
Vamos a hacer juntos una reflexion. Supongamos que uno consigue una red que pide prestada
a unos pescadores. Y se pone a pescar hasta conseguir mil peces. Es importante que
cualquier procedimiento que se haga para conseguir los mil peces no los mate, porque habra
que devolverlos al agua vivos. Lo que se hace inmediatamente una vez que uno los tiene
todos, es pintarlos de un color que no se borre con el agua o marcarlos de alguna manera.
Digamos que, para fijar las ideas, los pintamos de amarillo. Los devolvemos al agua y
esperamos un tiempo razonable, en donde “razonable” significa que les damos tiempo para
que vuelvan a mezclarse con la poblacion gue habitaba la laguna. Una vez que estamos
seguros, volvemos a sacar con el mismo método, otra vez, mil peces. Claro, algunos de los
peces que obtenemos ahora estaran pintados y otros, no. Supongamos, siempre a los efectos
de hacer las cuentas mas faciles, que entre los mil que acabamos de pescar ahora, aparecen
solo diez pintados de amarillo. Esto quiere decir que diez entre mil es la proporcion de peces
pintados que hay en la laguna.

No avance si no comprende este argumento. Si entendid, siga en el parrafo siguiente. Si no,
piense conmigo. Lo que hicimos después de pintarlos es tirar los mil peces a la laguna y darles
tiempo a que se mezclen con los que habia antes. Cuando volvemos a sacar nuevamente mil
peces, es porgue ya les dimos tiempo para que se mezclaran todos y que no se note ninguna
diferencia en la distribucion entre los que pintamos antes y los que quedaron en el agua.
Cuando volvemos a extraer los mil peces y vemos que hay diez pintados de amarillo, quiere
decir que diez de cada mil de los que hay en la laguna estan pintados. Pero si bien nosotros no
sabemos cuantos peces hay, lo que si sabemos es cuantos peces pintados hay. Sabemos que
son mil. Pero entonces, si de cada mil, hay diez pintados (o sea, uno de cada cien), y en la
laguna sabemos que hay mil pintados, y que los pintados representan el uno por ciento del
total de peces, entonces, eso significa que el uno por ciento de los peces que hay en la laguna
es mil. Luego, en la laguna tiene que haber cien mil peces. Este método, obviamente no
exaclo, provee una estimacion, no una certeza. Pero, ante la imposibilidad de contar todos los
peces que hay, es preferible tener una idea.

Cuestion: Realicemos el hipertexto del relato, a partir de las expresiones que refieren a la
metodologia de muestreo utilizada.

(1) Extraido de Paenza (2005)

7.3.3. Ejemplo de escenarios emergentes de proyectos de investigacion

El escenario que se presenta a continuacion constituye el eje vertebrador que da sentido a los contenidos
implicados en el analisis exploratorio de datos, la estimacién puntual y por intervalos de confianza para la
media y varianza poblacionales, contraste de hipétesis y el analisis de la varianza.
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Escenario 4

Niveles de Distrés en la cria de cerdos al aire libre

Los lechones en criaderos semi-intensivos al aire libre estdn expuestos a cambiantes
condiciones ambientales como temperatura, radiacion solar, horas luz y humedad; estos son
factores dificiles de controlar y parecen afectar al bienestar animal generando distrés. En los
sistemas intensivos bajo galpdn, con las variables ambientales controladas, parecen producirse
menos situaciones de distrés y en consecuencia mejor bienestar animal.

En una investigacion realizada por un equipo de investigadores de la Carrera de Medicina
Veterinaria de la UNVM, dirigidos por el Prof. M.V. Dante Berardo, se estudiaron los niveles de
marcadores de distrés en lechones (antes del destete y después del destete) en sistema de
crianza semi-intensivo al aire libre, en las cuatro estaciones del afio. Entre estos marcadores
se evaluaron: nivel de glucemia (mg./dl.), nivel de cortisol (ug./ml.), nivel de creatinina (mg./1.) y
nivel de urea (g./.). Estas mediciones se realizaron para muestras de quince cerdos tomados al
azar, antes del destete y después del destete, en cada una de las cuatro estaciones del afio.

sComose
obtienenlos

dicenlos
2
DIAOR DATOS?

Figura 4: Preguntas orientadoras del estudio a realizar

El uso de la App “sorteo en bolsa de papel”, como analogia del muestreo aleatorio simple, se implementa
para la asignacién de las muestras aleatorias a cada uno de los grupos de estudiantes. En la Figura 5, se
tiene una porcién del archivo de Excel con 200 muestras aleatorias para la variable aleatoria Nivel de
Glucemia. Cabe sefialar que estas muestras aleatorias fueron generadas por el equipo docente, con el
método de simulacién Montecarlo y siguiendo la distribucién de probabilidad de las poblaciones subyacentes
a los datos reales proporcionados por los investigadores. Cabe sefialar que, para cada una de las variables
aleatorias observadas en el escenario, se utiliza el mismo procedimiento de asignacion. El hecho de que
cada grupo trabaje con una muestra aleatoria de cada una de las variables en estudio posibilita que en las
presentaciones orales se vuelva una y otra vez sobre los alcances y limitaciones de los métodos de
Estadistica Inferencial.
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E F G H | | K L M N 0 P Q :
1 Muestra5 |Muestra6 |Muestra7 |Muestra8 |Muestra9 |Muestral0 |Muestra1l |Muestra 12 |Muestra 13 |Muestra 14 |Muestra 15 |Muestra 16 |Muestra17 |Mue |
2 115,44 103,42 84,12 62,87 58,65 75,71 84,37 109,97 115,87 98,51 103,98 96,72 98,64
3 95,21 57,14 81,12 101,16 100,07 89,05 73,68 102,82 94,00 92,28 85,71 84,32 7127
4 89,47 92,33 87,70 87,03 93,97 96,28 87,87 98,44 92,27 78,03 99,12 95,26 80,12
5 79,12 90,29 99,36 74,63 26,43 101,62 93,34 87,46 99,70 85,00 84,90 06,16 7113
6 95,55 94,72 111,25 89,27 86,66 73,12 82,80 83,23 109,82 91,51 90,74 81,17 83,17
7 91,90 66,90 88,35 82,14 89,47 26,63 99,09 85,50 82,22 93,82 75,70 83,94 82,09
8 97,16 57,84 90,95 96,76 86,72 7842 87,57 71,00 87,77 62,43 92,91 79,88 60,86 L
9 86,47 98,48 101,74 83,20 84,78 88,74 84,16 87,85 86,85 62,38 80,92 83,54 61,40 i
10 82,10 73,38 87,49 94,23 101,19 86,10 95,73 84,06 82,32 61,00 82,17 108,19 111,96
11 75,57 81,81 99,48 100,40 82,35 7745 75,84 79,13 86,62 104,25 87,57 100,61 8283
12 108,26 85,50 103,43 65,00 96,23 85,91 91,25 90,79 64,67 85,77 103,71 88,73 107,29
13 94,55 87,58 98,38 92,32 130,95 280,74 101,94 94,35 76,76 73,19 92,51 66,82 90,03
14 94,63 104,54 97,78 87,11 91,25 29,82 80,72 111,07 68,23 101,23 81,37 96,15 91,40
15 106,48 80,25 65,08 84,17 110,30 78,11 81,96 85,31 83,61 102,16 88,12 67,96 99,75
16 123,19 82,24 90,13 80,62 98,46 100,63 97,21 94,21 93,46 86,13 93,72 97,78 74,09 —
17
18
M 4 b M| Otofiopre  Primavera-pre  Verano-pre . Invierno-post . Otofio-Post /~ Primavera_Post | Verano-Post @m 1 ] 4 [|

Figura 5: Ejemplo de base de datos de muestras aleatorias para la variable aleatoria Nivel de Glucemia

7.3.4. Ejemplo de procesos de simulacion con Excel y App de celular

Los juegos y simulaciones de experimentos aleatorios constituyen un andamiaje que propicia la comprension
de los procesos aleatorios. A continuacién, se muestra la secuencia de dos simulaciones realizadas para la
conceptualizacién de probabilidad a partir del enfoque frecuencial y el enfoque clasico, distribucién empirica,
variables aleatorias discretas y distribucion de probabilidad para una variable aleatoria discreta.

Juego de simulacion 1
Descarguemos la App “Dados 3D". Si se lanza un
dado con forma de cubo, ;qué nimero me conviene
anticipar para ganar?

Este proceso de simulacion se realiza con base en el registro de juego realizado en afios anteriores y los
registrados durante esta clase. La secuencia de calculos se efectlia con el soporte Excel. Las Figuras 6,
Figura 7, Figura 8 y Figura 9 corresponden a distribuciones empiricas de n repeticiones del experimento. A
medida que n se hace mas grande, la distribucién empirica observada se aproxima a la distribucion tedrica
que se muestra en la Figura 11. La distribucion tedrica resulta ser la distribucion de probabilidad uniforme
(Figura 10) de la variable aleatoria X: "Numero de la cara expuesta del dado" .

0,350
Opciones | F. Absoluta | F.Rel. F.Rel% !
0,300
1 1 0,015 2%
2 0,121 12%| | @7°°
3 12 0,182 18% 0,200
4 20 0,303 30% 0,150
5 13 0,197 20%
6 12| 0182 18%| | @199
66 1,000 100% 0,050 -~
0,000 -
1 2 3 a 5 6

Figura 6: Distribucién empirica resultante de lanzar un dado al aire 66 veces y observar la cara expuesta
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Opciones | F. Absoluta | F. Rel. F.Rel%

1 8 0,040 4%
2 23 0,116 12%
3 28 0,141 14%
4 41 0,206 21%
5 54 0,271 27%
6 45 0,226 23%

199 1,000 100%

0,300

0,250

0,200

0,150

0,100 |

0,050 |

0,000 |

1

2

3

4

5

6

Figura 7: Distribucién empirica resultante de lanzar un dado al aire 199 veces y observar la cara expuesta

Opciones | F. Absoluta | F. Rel. F.Rel%

1 122 0,122 12%
2 144 0,144 14%
3 162 0,162 16%
4 184 0,184 18%
5 198 0,198 20%
6 189 0,189 19%

999 1,000 100%

0,250

0,200

0,150

0,100 -

0,050 -

0,000 -

2

a

Figura 8: Distribucién empirica resultante de lanzar un dado al aire 999 veces y observar la cara expuesta

Opciones | F. Absoluta | F. Rel. F.Rel%

1 208 0,15 15%
2 233 0,17 17%
3 233 0,17 17%
4 232 0,17 17%
5 252 0,18 18%
6 236 0,17 17%

1394 1,00 100%

Figura 9: Distribucién empirica resultante de lanzar un dado al aire 1394 veces y observar la cara expuesta
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Figura 10: Funcion de distribucion de

0,180
0,160 -
X P(X=xi)
0,140 -
x1 1 0,167 0,120 -
x2 2 0,167 0,100 -
x3 3 0,167 0.080 7
x4 4 0,167 0,060
x5 5 0,167 0,040 7
0,020 -
x6 6 0,167
0,000 - T T T T T
1 1 2 3 4 5 [

Probabilidad para una Variable Aleatoria
Discreta

Figura 11. Modelo Uniforme de Distribucion de Probabilidad

En la Figura 12, se presenta una imagen del documento de la SAB para la Unidad de Variables Aleatorias y
Distribuciones de Probabilidad. Como se puede observar, la secuencia presentada a partir del juego de
simulacion 1 se plasma en el documento de la SAB durante la clase y con los aportes de los estudiantes.
Quedan en este documento la sintesis del proceso realizado y los conceptos que emergen de este. Los
comentarios son consignados “on-line” por el docente.

Juego de Simulacion/1;
expuesta.

a) EQué caracteristicas tiene este experimento?|

b) éCules son todos los posibles resultados de este experimento?

C

d

0= {1,2,3,4,56)

la cara que queda expuesta en cada tirada? i

Sea A un evento aleatorio, en el "enfoque frecuencial” se tiene que:

! . i
I Calculo de i
i 7. _
i probabilidad clasica i Lim,, . Fr 4)=p (4)
| [empiica” | :
A
gHay algin resultado que tiene mas chance de ocurrir?, ' e
Sea A un evento aleatorio de un espacio muestral Q, '\‘ n
gntonces sedefie: o, {,_ .
i
I Calculo de |
cantidad de cﬂsosfﬂvorﬂbisq ! i
P(A)= @ ! probahilidad clésica
{ ) cantidod de casos posiblas | :_ P .y K
"""""" L"""“ﬁ'prr{m R

Luega, sean los siguientes eventos simples:

A:"Que salga nimerely
B: “Que salga numero 2°
C: “Que salga nimero 3"
[ “Que salga numero 4”
E: “Que salga nimero 5

F: “Cue salga nimero 6

- { Comentario [G2]; Co-canstruida=n
-+ Comentario [G3]: & un experiments

- { Comentario [G4]: EPACI MUESTRAL |
- | Comentario [G5]: Bl canjunts de todos

Comentario [G7]; Esta aclaracién

‘[Cummlinl [G8]: Probabilidad ctisica ]

-{Cﬂmmlil'in [69: Formadie nambrar ]

clases

que repetids bajo las mismas condiciones
darzsultadas diferentes.

las eventos simples conforma = 2spada
muestral asaciada 3 un experiments
aleataria.

Un evento simple pusde desaibirse coma
una caracteristica sencilla |Bereson y
Levine, 2008].

Comentario [G6]: £n ests casa,
hablamas del probatilidad clsica
“empirica” |enfoque frecuencial). En este
enfoque, se entiende que cuando s=
repiten * muchas veces |7 quetiendea
“infinita”}; la frecuencia relativade un
determinado eventotiendza la
probabifidad de =3 eventa, {Ver la

i idn que realt d

conjuntaen clases y que queds plasmada
zn elarchive de Excel:
Experimentolleatoric.ds)

tienen que ver con quetodas ks caras del
dado “tienen lasmisma chance de salir”. &
decir, na hay una cara que pueda safir mas
WEOES que otra.

3 prioni”

un evento o sueso deatorio.

Figura 12: Imagen del registro hiper-textual plasmado en la SAB
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|

[l] Juego de simulacién 2

Con la App “Dados 3D” jjugamos! Se lanzan dos
dados con forma de cubo y se obtiene la suma de las
caras. ;,Cual de las sumas tiene mas chance de
ocurrir? Fundamenta tu respuesta.

La secuencia de resolucion colectiva del juego, después de las realizaciones por grupos, se muestra en las
Figuras 13, 14 y 15. De este modo, se sigue con la internalizacién de los conocimientos abordados a partir
del juego de simulacién 1, con otra distribucion de probabilidades.

Sumas Frecuencia de
i Frec. Rel Frec. Rel.%
observadas | ocurrencia

2 16 0,02 2%
3 36 0,05 5%
4 49 0,07 7%
5 75 0,11 11%
6 111 0,16 16%
7 98 0,14 14%
8 115 0,16 16%
9 71 0,10 10%
10 57 0,08 8%
11 43 0,06 6%
12 26 0,04 4%
697 1,00 100%

Figura 13: Tabla de distribucion de frecuencia de 697 repeticiones del juego

18%

16%

14%

12%

10%
8%
6%
4%
“ B '}
0% T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 14: Distribucion empirica resultante de 697 repeticiones del juego
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X P (X=xi) 018 1
0,16

x1 2 0,028
X2 3 0,056 0141
x3 4 0,083 0,12
x4 5 0,111 010
X5 6 0,139 006 |
X6 7 0,167 006
x7 8 0,139
X8 9 0,111 0.04 7
X9 10 0,083 002 I I
x10 11 0,056 0,00
x11 12 0'028 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 15: Funcién de distribucion de probabilidades para la variable aleatoria discreta
X:"Suma de la cara de los dados"

7.4. Reflexiones finales

Los conceptos y procedimientos desarrollados durante las clases fueron contextualizados en escenarios
devenidos de proyectos de investigacién y/o extension del campo de actuacion del Médico Veterinario. Los
estudiantes se involucraron en el analisis de estos problemas, a partir de la conexion con la carrera que
eligieron, situacion que favorecidé su acercamiento a los conocimientos propuestos en la asignatura. Cabe
sefialar como altamente positivo el acceso y tratamiento de estos conocimientos a partir de redes
conceptuales. Por ofra parte, la toma en consideracién por parte del equipo docente del bagaje insuficiente
de conocimientos de Algebra y Analisis Matematico en la mayoria de los estudiantes, el planteamiento de la
Estadistica como ciencia aplicada y la incorporacion del recurso informatico como soporte de calculo evitd el
obstaculo cognoscitivo que supondrian las complejas formulas y teoremas de un enfoque algoritmico de la
estadistica. Esta caracteristica, junto a otros indicadores que proponen Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi
(2007), le otorga al proceso de estudio una idoneidad epistémica y cognitiva alta.

Sumado a esto, se evidencia también alta idoneidad mediacional. El dispositivo didactico puesto en marcha
propone un conjunto variado de recursos y herramientas tecnoldgicas que apoyan de manera significativa el
proceso de ensefianza y aprendizaje. Entre ellos: (a) el uso de software estadistico y aplicaciones de
celulares como herramientas de calculo y modelacién de los procesos estocasticos, (b) la red social
Facebook y el Google Drive como espacios de comunicacidn sincronica y asincronica entre docentes y
estudiantes, y entre estudiantes. Esto Ultimo permitié un espacio de construccidn colaborativa del aprendizaje
y un medio de almacenamiento compartido.

Ahora bien, promover la confianza en las posibilidades de cada estudiante es una cuestidén esencial en
concepcidn e implementacion del dispositivo didactico. La dinamica de presentaciones orales por parte de los
grupos y la reflexion sobre los procedimientos realizados se constituyen en el principal insumo para la
evolucién de la internacionalizacion de los conocimientos. Que los estudiantes pregunten y re-pregunten,
planteen con entusiasmo y naturalidad sus estrategias de resolucién, argumenten y contra-argumenten,
propongan analogias extraidas de su vida cotidiana, permite suponer una media idoneidad afectiva.

Cabe destacar el caracter dialdgico y cooperativo de cada una de las clases. El proceso de construccion
colaborativa de las sucesivas versiones de la SAB es indicador de esto. Por otra parte, la posibilidad de
comunicacion sincronica y asincronica mediado por redes sociales potencia este caracter. Sumado a esto, la
utilizacién de software estadistico y App de celular, herramientas tecnoldgicas cercanas a los estudiantes,
aumentan sus posibilidades de comprensién. En consecuencia, la idoneidad interaccional alcanza de este
modo la valoracién como media.

Ademas, en la concepcidn del dispositivo didactico, se tuvo en cuenta que no se dicta matematica en el plan
de estudios de la carrera de Medicina Veterinaria de la UNVM. Es por ello que se tomaron en consideracion
los conocimientos previos con los que ingresan los estudiantes que llegan desde distintas partes de

79



Gabriela Pilar Cabrera

Argentina y paises limitrofes. Asimismo, el hecho de que muchos estudiantes manifiesten poca afinidad con
la matematica supone un desafio para el equipo docente al intentar resignificar la matematica en el contexto
de la estadistica. Estas son algunas de las cuestiones que se contemplaron para alcanzar una media
idoneidad ecoldgica.

De este modo, queda planteado un dispositivo didactico con una idoneidad global alta; factible de mejora en
el marco que en un proceso de reflexién-accion permanente.
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Concepciones iniciales sobre probabilidad
en alumnos del profesorado de Matematica

Mario Alvarez, Marcel David Pochulu y Gabriela Pilar Cabrera
8.1. Introduccion

Al iniciar estudios de estadistica y probabilidad en la escuela secundaria, resulta habitual que la asignacién
de probabilidades se realice aplicando el enfoque clasico, a priori 0 de Laplace. En este, se parte del
supuesto que se tienen espacios muéstrales finitos y equiprobables, donde la probabilidad para un conjunto
se la define como la razén entre la cantidad de casos favorables y la cantidad de casos posibles (expresada
como un porcentaje en la mayoria de los casos). Si se prescinde de un andlisis reflexivo respecto al modo en
que se interpreta esta razén o del vinculo que tiene este nimero en la repeticidn sucesiva bajo
independencia del experimento, es posible que los estudiantes generen ciertas concepciones erroneas sobre
el objeto matematico probabilidad. En particular, un aspecto que puede dificultar el calculo de probabilidades
desde el enfoque clasico o laplaciano reside en el hecho de considerar como equiprobables los espacios
muestrales que no lo son.

Ahora bien, mas alla de este planteo, se podria pensar que el estudiante no tiene la obligacién de iniciar sus
estudios en el nivel superior con concepciones satisfactorias sobre el enfoque clasico o laplaciano de
asignacion, pues al continuar su formacion en el area de estadistica y probabilidad, deberia constituirlas en
forma suficiente e incluso superarlas significativamente. La realidad muestra que no necesariamente se
cumple de esta manera y existe un sinnimero de trabajos que abordaron la temética que dan prueba de ello.

Kahneman, Slovic & Tversky (1982) estudiaron la “representatividad” en términos de la heuristica, entre
otras, que puede guiar los juicios de asignacion que llevan a sesgos predecibles, y determinaron que los
sujetos asignan probabilidades basandose en que el resultado debe representar de la mejor manera posible
algun aspecto de la poblacion de origen, razonar de este modo puede llevar a restar importancia al tamafio
de la muestra o, equivalentemente, a la cantidad de veces que se realiza el experimento, con lo cual no se
tendria en cuenta la variabilidad suscitada para el caso de muestras chicas. Este fendmeno también fue
estudiado por Green (1991) en estudiantes de diferentes niveles educativos y determind que para una
sucesion aleatoria (como puede ser el resultado de lanzar una moneda sucesivamente), los alumnos
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esperaban la presencia de la equiprobabilidad, sin llegar a captar el sentido de la irregularidad de los
resultados obtenidos en pequefias muestras con respecto a muestras grandes.

Otro elemento a tener en cuenta para el estudio de la aplicacion del enfoque clasico o laplaciano es la
concepcion de aleatoriedad. Respecto a ella, Azcarate, Cardefioso y Porlan (1998), afirman que
habitualmente es considerada como un concepto “obvio” y su significado no es analizado con profundidad
durante el desarrollo de los cursos. Sostienen que se puede suponer que determinados tipos de
concepciones sobre ella pueden ser un claro obstaculo para la comprension de la naturaleza probabilistica
de ciertos aspectos de la realidad. Lecoutre (1992), en tanto, menciona la creencia de los sujetos en la
equiprobabilidad de todos los sucesos elementales asociados a cualquier experimento aleatorio. Explica que
este sesgo en el calculo de probabilidades, incluyendo el enfoque clasico, ocurre cuando se considera que el
resultado del experimento “depende del azar” o “es aleatorio” y, en consecuencia, todos los posibles
resultados son equiprobables (con probabilidad asignada por Laplace de 1/n), sin considerar algin tipo de
regularidad estadistica, como por ejemplo la ley de los grandes nimeros.

En el trabajo de Lavalle, Micheli y Boché (2003), se analizan las respuestas a un conjunto de situaciones
problematicas vinculadas con la asignacion de probabilidades en alumnos del profesorado en matematica,
después de haber cursado la materia “Probabilidad y Estadistica”. Puntualmente les presentaron tareas para
aplicar el enfoque clasico o laplaciano y detectaron razonamientos inapropiados debidos al descuido del
tamafio de la muestra, entre otros errores. Por su parte, Diaz (2003) analiza el efecto de la instruccidn sobre
los sesgos en el razonamiento probabilistico y concluye que la instruccion en la teoria de probabilidades no
es suficiente para superar los errores que cometen los estudiantes. Postula la necesidad de confrontar los
razonamientos intuitivos realizando los experimentos estocasticos, también sugiere el uso de simulaciones.

Garfield (1995) indica que la ensefianza efectiva de la probabilidad debe apoyarse en el conocimiento previo
sobre las concepciones de los estudiantes, ya que cuando se ensefia algo nuevo, ellos construyen nuevo
conocimiento conectando la nueva informacion con la que habian asumido previamente como correcta. En
este sentido y aludiendo a la formacién de futuros profesores, Ortiz, Mohamed, Batanero, Serrano &
Rodriguez (2006) advierten que sin una formacién especifica, los docentes tendrian que confiar en sus
creencias e intuiciones, con frecuencia erroneas, y que estos elementos incorrectos se podrian transmitir a
sus estudiantes como lo han comprobado en el caso de la probabilidad.

Situandonos en el contexto de formacién de profesores de matematica y previo a iniciar un curso de
Probabilidad y Estadistica cabe preguntarse: ;Qué concepciones iniciales tienen sobre probabilidad los
futuros profesores? ;Guardan relacion estas concepciones con los estudios realizados hasta la fecha en
Educacion Estadistica?

La nocién de concepcidn se entiende en este trabajo de la siguiente manera:

Una concepcion esta determinada por un conjunto relativamente organizado de conocimientos
utilizados con bastante frecuencia, y conjuntamente, sobre un conjunto de situaciones (para el
cual son pertinentes, adecuados, Utiles, etc.), y que se manifiestan mediante un repertorio
relativamente estable y limitado de comportamientos, lenguajes, técnicas, etc. (Antibi et
Brousseau, 2000, p. 20)

8.2. Marco teorico de referencia

Para este trabajo de investigacion se considerd el Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la instruccion
matematica (EOS) como marco tedrico y metodoldgico dentro de la Didéctica de la Matematica propuesta por
Godino (2000, 2002), Godino, Batanero & Font (2007) y colaboradores.

En particular, se utilizaron los constructos de configuracion epistémica y configuracion cognitiva, donde se
articulan seis objetos primarios: situacién problema, conceptos, propiedades o proposiciones,
procedimientos, argumentaciones y lenguaje (Figura 1). Estas configuraciones son entendidas como las
redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas y las relaciones que se establecen
entre los mismos, constituyendo los elementos del significado de un objeto matematico particular. Tanto los
sistemas de préacticas como las configuraciones se proponen como herramientas teoricas para describir los
conocimientos matematicos, en su doble versidn, personal e institucional (Godino y Batanero, 1994).
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En las configuraciones epistémicas/cognitivas, las situaciones problemas son las que le dan origen a la
propia actividad matematica y, al mismo tiempo, motivan la aparicion del conjunto de reglas. El lenguaje, en
tanto, sirve de instrumento para accionar en la actividad matemética que acontece. Los argumentos los
entendemos como practicas que aparecen para justificar el conjunto de reglas y estan regulados por el uso
del lenguaje que, por su parte, sirve de instrumento para la comunicacién.

SITUACION PROBLEMATICA

Mativan —_— h
Resuelven

s CONCEPTOS
PROPIEDADES

PROCEDIMIENTOS

Intervienen y
~<—— condicionan ——= Justifican

~ ARGUMENTOS

/
Py
/
4
s

Regulan
el uso

LENGUAJE

Figura 1: Configuracién Epistémica/Cognitiva adaptada de D’Amore, Font y Godino (2007)

8.3. Acerca de la metodologia aplicada

El trabajo se basd en el andlisis e interpretacion de 3 tareas, cuyo objetivo fue recuperar concepciones
previas sobre la aplicacion del enfoque clasico o laplaciano de probabilidad de 19 futuros profesores de
matematica. Los estudiantes se encontraban iniciando el curso de “Probabilidad y Estadistica 17,
correspondiente al segundo afio del Profesorado en Matematica del Instituto Profesorado Concordia D-54,
provincia de Entre Rios, durante el afio académico 2017.

El disefio metodoldgico que se considero fue de tipo exploratorio (se indago sobre las concepciones iniciales
de los alumnos), descriptivo (se realizé una caracterizacion de las anteriores), de corte etnografico (se busco
comprender los acontecimientos tal y como los interpretan los sujetos investigados, a través de una
inmersion en su pensamiento y practica) y hermenéutico (se hicieron interpretaciones sobre las
interpretaciones que hacen los estudiantes). El enfoque del analisis fue de tipo cualitativo, puesto que el
objeto de estudio no se constituye como algo que se pudiera cuantificar y operar cuantitativamente con ello.
Tampoco se pretendio realizar inferencias de los resultados obtenidos debido a que el muestreo fue no
probabilistico.

La recoleccion de los datos se hizo a través de una guia escrita de situaciones-problemas de resolucién
individual. Los alumnos no habian cursado probabilidad y estadistica en algun lugar de estudios terciario y/o
universitario.

El instrumento construido ad hoc se disefié con el propdsito de que cada tarea planteada pudiera representar
alguna familia de problemas que pertenezcan al significado de la aplicacién del enfoque clasico o laplaciano
de probabilidad. Para el disefio, también se consideré que los contextos resultaran de indole cotidiana o facil
interpretacion, ya que seria el primer contacto que los estudiantes tendrian con problemas de aleatoriedad y
probabilidad en el nivel superior. Algunos items se formularon con preguntas abiertas y en otros se dieron
opciones, aunque se pidié la justificacion de la eleccién.
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Cabe destacar que la intencion de presentar opciones de respuestas esta relacionada con las concepciones
sefialadas por los estudios realizados sobre la tematica y tuvieron como objetivo promover la exploracién de

las concepciones iniciales del alumno.

De las producciones de los estudiantes (practicas operativas y discursivas) se realizd una configuracién
cognitiva, la cual se contrasté con la configuracion epistémica construida a priori para cada una de las tareas.

8.4. Analisis didactico de las producciones de los alumnos

Para determinar las concepciones iniciales que tienen los futuros profesores de Matematica sobre
probabilidad aplicando el enfoque clasico o laplaciano, se les presentaron las siguientes 3 situaciones

problemas:
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Problema 1
Se tienen tres dados legales de color rojo, que se arrojan al
azar y se observan las caras superiores. Se consideran los
siguientes casos posibles:
a) que salgan en los tres dados el 5,
b) que salgan un 3, un 5 y un 2.
i Consideras que alguno de los dos eventos tiene mas
posibilidades de ocurrencia? Justificar la respuesta.

Problema 2

Se tiene una caja de un metro cubico repleto de bolas
blancas y negras en proporciones iguales (50% y 50%). Se
pide ordenar los siguientes tres eventos segun consideres de
“mayor posibilidad de ocurrencia” a “menor posibilidad de
ocurrencia’, justificando la respuesta:

. Obtener 7 blancas al extraer al azar 10 bolas.

|l. Obtener 70 blancas en 100 extracciones al azar.

lll. No habria diferencia entre los eventos anteriores en
cuanto a la posibilidad de salir.
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Para el ultimo problema tomamos una situacién que proponen Batanero & Serrano (1999, p. 564).

Problema 3

Se pidid a cuatro nifos que lanzaran una moneda legal 40 veces vy
anotaran los resultados obtenidos. Luego del experimento, se corrio el
rumor que algunos efectivamente tiraron la moneda y ofros, posiblemente,
reconocieron que hicieron trampa para anotar los resultados. Se ha
indicado con C para “cara” y + para “cruz’. A continuacion te presentamos
sus producciones:

Maria: +++C++CC+++C+CCCCC+C+C++C+CC++++CCC+CC+CC

Daniel: C+C++CC+C+CC++C++CC++C+CC++C+C+C+C+C++C+

Martin: C+++C++CCC+C+++++C+C+CC+C++CCCC+++C++CCC

Diana: C+++C++C+C+++C++++CC+++C++C++C++++C+++C+

a) ;. Considerarias, a juzgar por los resultados obtenidos, que algin/os hizo/
hicieron trampa? Justificar indicando quién/es de ellos y por qué.

b) Ahora escribe como se te ocurre que podria ser la secuencia de “cara” y
‘cruz” si lanzaras una moneda 20 veces. Explicita la secuencia, tal como se
te ha presentado en el item anterior.

Presentamos a continuacion el anélisis a priori realizado sobre la primera situacion problema del instrumento
con su correspondiente configuracion epistémica y, a modo de ejemplo, dos resoluciones realizadas por los
estudiantes junto a una configuraciéon cognitiva. No obstante, las conclusiones devienen de efectuar el
analisis de las 3 tareas del instrumento y de las 57 configuraciones cognitivas (3 por cada uno de los 19
estudiantes).

El problema esta dado en un contexto extramatematico y conlleva a establecer la probabilidad de ocurrencia
de uno u otro evento usando la probabilidad a priori.

El experimento se puede suponer aleatorio, ya que al repetirse bajo las mismas condiciones no se podria
establecer el resultado obtenido (concepto).

El espacio muestral asociado a este experimento es el conjunto de todas las posibles ternas que, en este
caso, tendria un total de 6 x 6 x 6 = 216 elementos, aplicando el principio de multiplicacion (concepto v
procedimiento).

Si bien se dice que los dados son del mismo color, las frecuencias empiricas en un numero grande de
repeticiones indican que las ternas del espacio muestral de valores diferentes tienen mayor frecuencia
relativa que aquellas donde haya repeticiones (propiedad). Por lo tanto, seria de esperar que tenga mayor
posibilidad de ocurrencia lo que manifiesta el item (b), que se obtenga un 3, un 5y un 2, ya que la cantidad
de casos favorables es 6, cantidad que se puede obtener con alguna técnica de conteo (concepto y
procedimiento) o construyendo una tabla (procedimiento).

Frente a un solo caso favorable para la terna (5,5,5), desde el enfoque clasico o laplaciano la relacién seria la
L 6 1 . .y s ir
siguiente: 716~ 0,0278 > P 0,0046. La configuracion epistémica resulta:
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LENGUAJE SITUACION PROBLEMATICA
Situacian extra-matematica que consiste en establecer la probabilidad de ocurrencia de uno u ofro evento
usanda la probabilidad a prios.

= 2 s s

Verbal: N CONCEPTOS
Probabilidad de un Xpenmento alealnno.
e Espacio muestral. Eventos.
Definicidn clasica de probabilidad.
Simbdlica: PROPIEDADES

Ley de los grandes numeros (la frecuencia relativa de un evento repefido n veces en iguales
condiciones bajo independencia, fiende a estabilizarse cuando n crece indefinidamenta)

Expresiones numéricas:

Gubx6 =216,
i PROCEDIMIENTOS

6 1
57g = 00278 > 2 Aplicacién del principio del producto,

216

= 0,004 Confeccion del istado de permutaciones.
Aplicacion del modelo de Laplace.
[ 352 1335235
[253 [532 [ 523

ARGUMENTOS
El reconocimiento de un espacio muestral dnico y la comparacian relacional de los casos favorables segin
Laplace, se consfituyen en argumento en la resoluciin de (a tarea propuesta.

Figura 2: Configuracion epistémica asociada a la situacion problema

Veamos ahora un andlisis de las practicas operativas y discursivas del alumno A1 para esta situacién
problema (Figura 3).
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Figura 3: Resolucion de A1 a la primera situacién problema

Para este caso, el estudiante responde correctamente que tiene mas posibilidades de ocurrencia el item (b).
Reconoce el caracter equiprobable del espacio, esto se puede ver cuando razona que tiene “3 posibilidades”
al considerar el evento de numeros distintos (argumento).

Realiza un listado de las posibles disposiciones que pueden tener los valores 3, 5y 2 (procedimiento) y las
compara con las disposiciones para los nimeros 5, 5 y 5. De esta forma, verifica las condiciones para la
aplicacion del enfoque clasico (concepto y procedimiento), mas allé que no explicita el calculo de las razones
para cada caso.

La configuracién cognitiva para este alumno que respondié y argumentd correctamente seria la siguiente:
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LENGUAJE SITUACION PROBLEMATICA
Situacién extra-matemadtica que consiste en establecer la probabilidad de ocurrencia de uno u ofro evento
usandao la probabilidad a prion.

: 2 . s

CONCEPTOS

Verbal:
Tiene mas posibilidades
de pcurrencia el b.

Experimento equiprobable.
Permutaciones sin repeticion.
Deefinicidn clasica de probabilidad.

Simbdfico:
Expresiones numeéricas:
352

PROPIEDADES
Las fracciones con igual denominador, es mayor la que tiene numerador mas grande.

ARGUMENTOS
En un espacio equiprobable, de igual cardinal en el espacio muestral, fiene mayor probabilidad aguel evento
que tenga mayor cantidad de cases favorables.

Figura 4: Configuracion cognitiva del alumno A1

Para esta misma situacion problema analizamos las practicas operativas y discursivas del alumno A2 (Figura

Figura 5: Resolucién del alumno A2

Su respuesta es incorrecta, pero advierte que se trata de un experimento aleatorio (concepto) y reconoce
como equiprobable eventos que no lo son (concepto y procedimiento). Este sesgo en la asignacion de
probabilidades se puede asociar a una concepcion de que, en los experimentos aleatorios, para la asignacion
de probabilidades “todo depende del azar” y, coincidiendo con Lecoutre (1992), asigna la misma probabilidad
a todos los eventos.

En general, para esta situacién problema, la mitad de los alumnos aproximadamente respondio
correctamente, pero pocos manifestaron en su escrito una justificacién convincente.

El otro sesgo encontrado en forma significativa fue el de interpretar que la razén entre los casos favorables y
los casos posibles representa la proporcion de las veces de ocurrencia del evento de interés,
independientemente del tamafio de la muestra y/o de la cantidad de repeticiones independientes del
experimento. Esta concepcion erronea, en términos de Kahnemann y Tversky (1982), se corresponde con la
heuristica de “representatividad”.

8.5. Reflexiones finales

Las herramientas tedrico-metodoldgicas del EOS (configuracion epistémica y configuracion cognitiva) han
permitido comparar la pertinencia en el uso de los objetos primarios utilizados por los futuros profesores de
matematica. Se han encontrado elementos erréneos en sus concepciones, en la misma linea que los
antecedentes citados en otras investigaciones que tomaron el mismo objeto de estudio.

En este sentido, se pueden puntualizar dos ejes centrales en las concepciones manifestadas por los
estudiantes:
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e Una concepcion errdnea de considerar un espacio muestral equiprobable, cuando en verdad no lo
es. Esto hace que, para el problema de los tres dados, consideren que “todo depende del azar” y
que los eventos pedidos tienen, consecuentemente, la misma probabilidad de ocurrencia.

e Una concepcidn errdnea de interpretar que el resultado obtenido desde el enfoque de Laplace es la
proporcion esperada de ocurrencias para cualquier tamafio muestral. Por lo tanto, no distinguen la
validez de su interpretacion que solo tiene sentido para muestras grandes (por la ley de los grandes
numeros).

El hecho que futuros profesores cuenten con estos elementos erroneos, teniendo antecedentes de
investigaciones que concluyen que la instruccién formal no garantiza su superacion, es un punto de mucho
interés para los formadores de estos alumnos a la hora de disefiar las actividades para esta unidad didactica.
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Tareas para iniciar el estudio del Algebra y
valorar la comprension en los estudiantes

Marcel David Pochulu y Maricel Alejandra Ferrero
9.1. Introduccion

Reconocemos que es complejo el proceso de transicién de la aritmética al algebra que experimentan los
estudiantes en la escuela secundaria. Ademas, despierta en los docentes numerosos interrogantes que son
motivos de busqueda de propuestas educativas que posibiliten una mejor apropiaciéon de los objetos y/o
conceptos basicos de esta area de la matematica. Entre ellos tenemos: ¢ el estudiante realiza rapidamente el
pasaje de una situacion problema a la simbolizacién? ;Qué se necesita para que esto ocurra? ;Qué
estrategias utiliza para lograr el pasaje de un registro de representacion a otro? ; Puede realizar rapidamente
la generalizacion a partir de casos particulares? ;Cuéles son los indicadores que podemos tomar como
referencia para determinar el nivel de comprension alcanzado? ;Cémo advertimos que ha comprendido un
determinado contenido? Esta lista de preguntas, seguramente inacabada, motivé la realizaciéon de este
trabajo que tuvo como principal objetivo contar con algunas tareas que nos permitan transitar de la aritmética
al algebra, y valorar la comprension que alcanzan los estudiantes de la escuela secundaria en algunos temas
de esta area. Para ello, se llevo a cabo una seleccion de problemas, algunos de los cuales fueron extraidos
de libros de texto para ese nivel y otros, elaborados para este fin.

Para determinar la idoneidad didactica de las situaciones problemas seleccionadas utilizamos herramientas
del Enfoque Ontosemidtico del conocimiento e instruccion matematica (EOS) que proponen Godino (2000,
2003, 2013), Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi (2007) y Godino, Batanero & Font (2007). Este enfoque
confiere fundamental importancia a las nociones de significados institucionales y personales, y concibe el
significado de un objeto matematico, entendido como todo aquello que es indicado, sefialado o nombrado
cuando se construye, comunica o aprende matematica, en términos del sistema de practicas ligadas a un tipo
de problema.

El EOS concibe que el significado de un objeto matematico es el resultado del sistema de practicas
operativas y discursivas que una persona, institucién o comunidad de practicas realiza para resolver cierto
tipo de problemas en los que el objeto interviene. En este dmbito consideramos practica matematica a toda
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actuacion o manifestacion (linglistica o no) realizada por alguien para resolver problemas matematicos,
comunicar a otros la solucién, validarla y generalizarla a otros contextos y problemas.

La nocién de sistema de practicas (operativas y discursivas), constituidas por las practicas significativas para
resolver un campo de problemas y compartidas en el seno de una institucién, asume una concepcion
pragmatica—antropolégica de la matematica, tanto desde el punto de vista institucional como personal. La
actividad de resolucién de problemas se adopta como elemento central en la construccion del conocimiento
matematico (Godino, Batanero & Font, 2007).

Si bien en la descripcion de las actividades matematicas suele hacerse alusidn a diferentes tipos de objetos,
para el EOS se consideran seis tipos de entidades u objetos primarios: situacién-problema, conceptos,
propiedades, procedimientos, argumentaciones y lenguaje. En particular, en la resolucion de un problema se
pueden encontrar algunos o todos estos objetos mencionados.

Los seis objetos primarios (situaciones-problemas, conceptos, propiedades, procedimientos, argumentos y
lenguaje) que estan presentes en una practica matematica se relacionan entre si formando configuraciones,
las que pueden ser de tipo epistémica o cognitiva. Estas configuraciones se denominaran epistémicas, si son
redes de objetos institucionales (extraidas de un texto escolar, obtenidas de la clase que imparte un profesor,
etc.), o cognitivas, si representan redes de objetos personales (observadas en la actividad de los
estudiantes). En la Figura 1 que se muestra a continuacién, se presenta la articulacion de los seis objetos
primarios en una configuracién epistémical/cognitiva.

SITUACION PROBLEMATICA

Motivan —
Resuelven

oo CONCEPTOS
= PROPIEDADES
Ll

- PROCEDIMIENTOS

Intervienen y
condicionan — Justifican

~ ARGUMENTOS

/
Fy
/
s
Py

Regulan
el uso

LENGUAJE

Figura 1: Configuracién Epistémica/Cognitiva adaptada de D’Amore, Font y Godino (2007)

A su vez, los objetos primarios estén relacionados entre si por medio de una funcion semiética caracterizada,
segin Godino, Batanero & Font (2007), como una correspondencia (ya sea relacion de dependencia o
funcion) entre un antecedente (expresion, significante o representante) y un consecuente (contenido,
significado, representado) que establece un sujeto, persona o institucion de acuerdo con cierto criterio. Dicha
correspondencia se establece entre dos objetos, cuando uno de ellos se pone en lugar del otro o bien uno es
usado por ofro. Con la nocion de funcién semibtica se evidencia el caracter netamente relacional de la
actividad matematica y de los procesos que difunden el conocimiento matematico.

Una vez determinados los objetos primarios presentes en la resolucion de cada situacion problema es
posible identificar algunos conflictos semiéticos potenciales que aparecen. En el EOS, la idea de conflicto
semictico alude a cualquier disparidad o discordancia entre los significados que se atribuyen a una expresion
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por dos sujetos (persona o instituciones). Si la disparidad se produce entre significados institucionales
hablamos de conflictos semi6ticos de tipo epistémico, mientras que si la disparidad se produce entre
practicas que forman el significado personal de un mismo sujeto, los designamos como conflictos semidticos
de tipo cognitivo. Cuando la disparidad se produce entre las practicas (discursivas y operativas) de dos
sujetos diferentes en interaccion comunicativa (por ejemplo, alumno-alumno o alumno-profesor) hablaremos
de conflictos (semitticos) interaccionales (Godino, Batanero & Font, 2007).

Por ofra parte, involucramos en nuestro trabajo la nocién de comprension, la cual tiene multiples acepciones
y son numerosos los investigadores en Educacion Matematica que la caracterizan. Entre ellos tenemos a
Godino (2000 y 2003), Font (2001), Pochulu y Rodriguez (2012), Rodriguez, Pochulu y Ceccarini (2011), y en
este trabajo la entendemos del siguiente modo:

Comprender un objeto matematico significa haber transitado por diversas experiencias que le
permitan al estudiante producir, organizar y reorganizar la red de relaciones que se deben
establecer en la resolucion de una situacion problemética (intra y extra-matematica) que “obliga”
al funcionamiento del objeto, los procedimientos o técnicas que se despliegan para resolverla,
las definiciones, propiedades, argumentos que validan las acciones realizadas, todas ellas
soportadas y reguladas por el lenguaje simbdlico, propio de la Matematica, y la lengua natural.
(INFD, 2010, p. 122).

En consecuencia, si queremos valorar la comprensidn que lograron los estudiantes sobre cierto objeto
matematico, las tareas que se propongan tienen que estar acordes a este fin. Esto nos lleva a analizar si
efectivamente permiten establecer una red relevante de relaciones entre conceptos, propiedades y
procedimientos, las que se soportan a través de diferentes representaciones linglisticas. A su vez, debera
asignarsele un rol protagdnico al quehacer matematico del estudiante, dando lugar a que argumente sobre lo
realizado.

9.2. Tareas para iniciar la clase de Algebra

Entendemos por tarea la acepcion que brindan Barreiro, Leonian, Marino, Pochulu y Rodriguez (2017),
cuando expresan que esta conformada por tres partes: una consigna, un contexto y el objetivo que se
plantea el docente para esa consigna. A su vez, cada una de estas partes debe guardar coherencia con las
demas (el contexto con el objetivo, el objetivo con la consigna y el contexto con la consigna).

Tarea

Contexto

Figura 2. Partes constitutivas de una tarea
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La consigna es el enunciado dado al estudiante. El contexto, segun Barreiro et al (2017, p. 51), nos ubica en

El tipo de trabajo que vienen haciendo los alumnos, los conocimientos previos de los que
disponen, el tipo de consignas que han venido realizando, el momento en que se plantearia esa
consigna (por ejemplo, si se implementaria/llevaria a cabo antes o después de haber explicado
un tema nuevo), la modalidad de trabajo que se propone para abordarla (individual, grupal, la
realiza el docente, etc.) y, tal vez, una anticipacién de lo que se trabajara luego).

Por Ultimo, el objetivo refiere a lo planteado por el docente en términos de lo que él quiere que su estudiante
aprenda o logre a partir de su clase y con esa consigna.

Para nuestro trabajo, el contexto y los objetivos son los siguientes:

Contexto: Alumnos del segundo y tercer afio de escuela secundaria que manejan operaciones con naturales
y enteros (suma, resta, multiplicacion y division, potenciacion y radicacion) y propiedades (asociativa,
conmutativa, distributiva, elemento neutro), regla de tres simple directa y proporcionalidad directa. Estan
acostumbrados a trabajar en grupos y a argumentar sus respuestas. El docente tiene pensado comenzar a
trabajar con formulas que expresan regularidades geométricas y aritméticas, posteriormente con problemas
de divisibilidad (contenido que abordaron en afios anteriores) que los lleve a procesos de simbolizacién para
poder transitar hacia el trabajo algebraico, y finalmente, actividades que inducen a demostrar o validar en
matematica. Les propone trabajar en grupo, redactar las respuestas en papel afiche, pegarlas en el pizarrén
e integrantes de los grupos deberan defenderlas ante compafieros y docente.

Objetivos: que los alumnos

»  Propongan formas de conteo a partir de reconocer regularidades o patrones
»  Simbolicen adecuadamente expresiones dadas en lenguaje verbal
»  Argumenten sobre la validez de distintas expresiones algebraicas

Para cada una de las consignas presentamos la resolucion experta, lo cual conlleva a detectar las eventuales
dificultades o conflictos semidticos potenciales que podrian surgir para los estudiantes y la anticipacién de los
posibles procedimientos para su resolucion.

Hemos considerado valioso que una consigna pueda admitir diferentes posibilidades de exploracion y
argumentacion, porque le permitiria al alumno tomar decisiones, organizar sus intentos o modos para
abordar la resolucion, recurrir a heuristicas o utilizar distintas habilidades generales matematicas, reflexionar
sobre sus intentos para sostenerlos o descartarlos y establecer una manera de explicar la respuesta.

Respecto de las posibilidades de exploracién, siguiendo a Barreiro et al (2017), se entiende que este
proceso se favorece si la consigna admite diferentes caminos de resolucion y si no incluye los pasos a seguir
(no esta pautado para un mismo fin y no se le indica al estudiante de qué manera debe hacer la actividad).

En cuanto a la actividad matematica, se entiende como el desempefio, trabajo o quehacer que el estudiante
realiza ante una tarea determinada. En este sentido, la actividad matematica sera valiosa si el potencial
matematico de la consigna es rico, el docente le asigna un rol activo al estudiante (es este ultimo quien
encara la resolucion de la tarea) y el objetivo que se persigue es cognitivamente exigente.

Para cada una de las consignas nos interesan las practicas operativas y discursivas de los estudiantes, a fin
de establecer el modo en que articulan los objetos primarios involucrados en la resolucion (situacion
problema, conceptos o definiciones, propiedades, procedimientos o técnicas, argumentaciones y lenguaje). A
su vez, realizamos entrevistas en profundidad y de tipo semiestructurado a los estudiantes para poder
reinterpretar y complementar el analisis de lo que manifiesten en forma escrita u oral.

Para las instancias de resolucion de problemas, la docente a cargo de la catedra de matematica gestiond
teniendo en cuenta algunos criterios que establecen Barreiro et al (2017):

- Evitar dar mas informacion que la estrictamente puesta en juego en la pregunta/respuesta del
estudiante,

- Intervenir desde la légica que siguié el estudiante y no desde la que el docente tiene pensada la
resolucion experta del problema,

- Estimular en el estudiante el desarrollo de estrategias de autocontrol,
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- Evitar realizar intervenciones solo cuando lo que el estudiante hizo esta mal,
- Pedir explicaciones aun cuando la respuesta dada por el estudiante sea correcta.

Este modo de gestionar la clase tiene por proposito alentar los procesos de argumentacién y que los
estudiantes puedan conjeturar, demostrar y validar. A su vez, se busca que sea el estudiante quien llegue al
conocimiento a través de sus propias conclusiones y no por medio de un conocimiento aprendido.

El primer grupo de problemas hace referencia a la busqueda de patrones y regularidades, considerando que
este puede ser un buen comienzo hacia la abstraccion matematica necesaria para el desarrollo del
pensamiento algebraico. Estas actividades, que se le presentan al alumno en lenguaje coloquial y grafico,
permiten visualizar patrones que posibilitan contar mas faciimente los elementos de una serie. Descubrir, por
ejemplo, cudl es la cuenta que hay que hacer para calcular la cantidad de elementos que se utilizan en una
secuencia o serie compuesta por figuras geométricas, y poder explicar verbalmente esta regla tratando de
escribirla de la manera mas acotada posible, seria el punto inicial para la introduccion de las literales y asi
llegar a la escritura simbdlica. En este sentido, entendemos que:

El hecho de construir simbolos para expresar generalizaciones propias hace que estas
constituyan una forma especifica y precisa de escritura. La interpretacion de simbolos en
términos de series numéricas o iconicas permite que no se vean como simples objetos, sino
como auténticas variables. Asi, puede ir formandose el concepto de variable, central en el
aprendizaje del algebra. La adquisicién del concepto de variable exige el dominio de
procedimientos relacionados con la percepcion y la expresion de lo general. (Grupo Azarquiel,
1999, p. 29)

Asumimos que descubrir patrones o regularidades, explicarlos, incorporar simbolos para registrarlos, llegar a
la construccién de una férmula y probar la validez de una 0 mas expresiones algebraicas que surjan en la
clase, son las instancias constitutivas fundamentales de un proceso necesario para transitar de la aritmética
al algebra. Sin embargo, sabemos que la mayoria de las veces termina siendo frustrante para los estudiantes
y, en otros casos, acarrea una serie de errores conceptuales que impiden el progreso y el éxito en
aprendizajes posteriores en este campo, si la gestion de la clase es endeble o el docente no tiene en cuenta
el objetivo que se persigue con la misma.

La generalizacion es el corazon de la matematica, expresa Sessa (2005) y, por tal razén, propone esta via
para la entrada al algebra. En particular, sugiere dos perspectivas de trabajo que involucran lo algebraico.
Una de ellas es “la produccién de formulas para contar colecciones” y la otra, “la formulacion y validacién de
conjeturas sobre numeros y operaciones” (Sessa, 2005, p. 73).

Nuestro trabajo se centra en proponer el analisis y posterior reflexién sobre dos consignas, las que tienen por
propésito la produccién de formulas para contar. Forman parte de un grupo de problemas con similares
caracteristicas, los cuales llevamos al aula y tenemos registro del quehacer matematico de los estudiantes.
Este grupo de consignas se van complejizando de manera progresiva, apuntando principalmente hacia la
escritura de formulas, procesos de simbolizacion y significacion de variables, la lectura y validacion de
expresiones y la nocion de equivalencia entre ellas. En una fase posterior, y después de mucha actividad
matematica con los estudiantes y de haber pasado por formulacién y validacién de conjeturas con nimeros y
operaciones, iniciamos con el trabajo de problemas que se modelizan con ecuaciones.

9.3. Las consignas de las tareas

Consideremos la consigna 1, enmarcada en el contexto y objetivos que describimos en la seccién anterior. A
su vez, su enunciado esta en un contexto extramatematico, el cual comanda la construccién de equivalencia
entre expresiones algebraicas.

La decisién de preguntar por la figura nimero 30 tiene su intencionalidad. Es un nimero relativamente
“‘grande” como para que el estudiante se vea tentado a realizar un dibujo y, al mismo tiempo, quienes no
logran comprender el patrén que esta involucrado, tienen la posibilidad de realizar el esquema. Notemos que
la consigna no esta pautada para un mismo fin, pues es habitual que ante problemas de esta naturaleza se
les pida a los alumnos completar tablas para valores de figuras (5, 6, 7, etc.) y posteriormente, se les solicita
una férmula. En nuestro caso, pretendemos que sea el estudiante el que inicie el proceso de exploracion y no
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se induzca el camino a seguir. Eventualmente el profesor se reserva las preguntas que podrian estar
orientando al estudiante a generar un plan de accién, aunque sin decirle como debe hacerlo.

Consigna 1

Analicen las figuras que armaron con fosforos los alumnos de otro curso:

- 4 — — —

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

a. ;Cuantos fosforos necesitaran para hacer la figura nimero 30?7 En el afiche
entregado a cada grupo, deberan escribir cuales fueron los pasos realizados
para poder encontrar la cantidad de fosforos que tendria la figura 30. Luego,
deberan elegir un representante del grupo, que nos contara al resto del curso
como llegaron a la respuesta.

b. (Es posible realizar un calculo que permita conocer cuantos fosforos se
necesitan para cualquier numero de figura? En caso afirmativo, decidir si es
Gnico y fundamentar la respuesta. En caso contrario, explicar.

Veamos estrategias de conteo surgidas de la resolucion de la actividad, tanto acertadas como erroneas.

Estrategia 1: Se advierte que la cantidad de hexagonos es la misma que el nimero de figura. Por esta
razon, una forma rapida de efectuar el calculo sera multiplicar el numero de figura por 6. En consecuencia, la
figura 30 tendrd 180 fésforos. Obviamente que es errdnea la respuesta, pero se advirtio un patrén y le
correspondera al docente gestionar la clase para que sea el estudiante el que advierta que su estrategia no
es optima. Inicialmente no pretendemos que los estudiantes realicen una simbolizacion apropiada o
encuentren una formula.

En instancias posteriores se podra debatir sobre la conveniencia de expresar en forma mas sintética lo que
decimos verbalmente. Asi, por ejemplo, podemos quedarnos con expresiones del tipo: “La cantidad de
fésforos es igual al numero de figura multiplicado por 6”. Claro esta que si con F representamos a la cantidad
de fosforos y con n al numero de figura, la expresion involucrada es:

F = 6n.

Insistimos en que no debe apresurarse el proceso de simbolizacién, sino mas bien que los estudiantes
adviertan patrones, y puedan defender sus ideas en el grupo.

Estrategia 2. Se advierte que la cantidad de hexagonos es la misma que el numero de figura y que
comparten un fésforo entre dos hexagonos. Por esta razon, una forma rapida de efectuar el calculo sera
multiplicar el nimero de figura por 6 y restarle el nimero anterior al de la figura. En consecuencia, la figura
30 tendra 151 fésforos, y la expresion simbolica asociada (siguiendo el esquema anterior) sera:

F=6bn—-(n-1)

Estrategia 3. Se advierte que la cantidad de hexagonos es la misma que el nimero de figura y que
comparten un fosforo entre dos hexagonos, aunque se piensa que la cantidad de fésforos compartidos es
equivalente al nimero de figura. Si bien el método de calculo es erréneo, no podemos desestimar los
patrones que advirtieron los estudiantes. En este caso, daran como respuesta que la figura 30 tiene 150
fosforos, y la expresion simbélica asociada es:
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F=6n—n

Estrategia 4. Se sabe que la figura 1 tiene 6 fosforos y que a las siguientes se agregan grupos de 5 fosforos.
Por ejemplo, la figura 2 se logra con 6 fosforos iniciales a los que se agregan 5 mas. La figura 3 tiene los 6
fosforos iniciales y se agregan 2 veces 5 fosforos. Este esquema de conteo nos lleva a decir que la figura 30
tiene 151 fosforos y la expresion simbdlica asociada es:

F=6+5n—1)

Estrategia 5: Se advierte que los hexagonos comparten un fésforo. Por esta razén, el nimero total de
fosforos se puede calcular multiplicando por 5 al numero de figura. Si bien el razonamiento puede juzgarse
en parte como erréneo, no podemos desestimar los patrones y regularidades que advirtieron los estudiantes,
emergidos en una puesta en comln o cuando les pedimos que argumenten. Bajo esta estrategia diran que la
cantidad total de fésforos de la figura 30 es 150 y la expresién simbélica asociada es:

F =5n

Estrategia 6. Se advierte que los hexagonos comparten un fésforo. Por esta razén, el nimero total de
fosforos se puede calcular multiplicando por 5 al nimero de figura y suméndole 1 para cerrar el esquema. Asi
resulta que la figura 30 tiene 151 fésforos y la expresion simbdlica asociada es:

F=5n+1

Estrategia 7: Se calculan la cantidad de fosforos para una cierta cantidad de figuras y se analiza el patrén
numérico. Por ejemplo, la tabla 1 relaciona el nimero de figura con la cantidad de fosforos para las primeras
10 figuras. Puede advertirse que, para nimeros impares de la figura, la cantidad de fésforos es un nimero
que termina en 6, mientras que si el nimero de figura es par, la cantidad de fosforos termina en un 1. A su
vez, podemos desglosar el nimero que determina la cantidad de fésforos y advertimos que para una figura
de orden par (30 por ejemplo), termina en 1, pero los digitos que le anteceden son la mitad del nimero de
figura (15 en nuestro caso). De esta manera queda conformado el 151, que es la cantidad de fésforos para la
figura 30. Un patron similar puede determinarse para las figuras de orden impar.

Tabla 1: Relacion entre numero de figura y fosforos

Numero de figura  Cantidad de fésforos

1 6
11
16
21
26
31
36
41
46
51

O oo N Ol wdD

—_
o

El lector podréa pensar que es imposible que un estudiante encuentre esta estrategia. Sin embargo, nuestra
experiencia nos muestra que es habitual en grupos acostumbrados a trabajar con problemas no
estructurados y con una gestiéon de la clase que promueva la discusion de diferentes estrategias. Como
ejemplo dejamos una imagen (Figura 3) que corresponde a un grupo de estudiantes de segundo afio de una
escuela secundaria de la ciudad de Rio Grande, Tierra del Fuego.
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Estrategia 8: Determinar la cantidad de fosforos que tiene una figura cuyo numero sea divisor de la que se
busca. Por ejemplo, si buscamos la cantidad de fésforos de la figura 30, se calcula la de la figura 3 (pues 30

Figura 3: Resolucién de alumnos para el Problema 1

es igual a 3 multiplicado por 10) o de la 5 (30 es igual a la multiplicacién entre el 5y el 6).

Posteriormente se multiplica a esta cantidad de fosforos por el ofro factor en el que se descompone al
numero de figura. Asi expresado el razonamiento es incompleto, pues hay que descontar los fésforos que

comparten la yuxtaposicion de estas figuras.

A su vez, la estrategia demanda descomponer en factores al nimero de figura (si es que no es primo) y tiene
mucha actividad matematica de por medio para discutir y debatir. Seguramente el lector juzgara que es poco
probable que esta estrategia aparezca, lo cual no es cierto. Dejamos como ejemplo en la Figura 4 una

resolucion realizada bajo este esquema (aunque con errores).
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Figura 4: Otra estrategia de resolucion de alumnos para el Problema 1
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Solo hemos detallado algunas de las tantas estrategias que ponen en juego los estudiantes. EIl momento de
la puesta en comun es la oportunidad del docente de realizar las preguntas adecuadas que lleven a
reflexionar a los alumnos. En estos procesos de argumentacion se articulan propiedades, procedimientos,
conceptos y elementos lingiiisticos que permiten valorar la comprensién lograda sobre temas de Algebra
Basica. Por ejemplo, resulta valioso que los estudiantes discutan si las diferentes expresiones 0 modos en
que cuentan los fésforos son equivalentes. Hay que pensar que los estudiantes no han transitado por algebra
y, por tanto, no es una estrategia Util aplicar la propiedad distributiva u operar con expresiones algebraicas,
pues no es un contenido que disponen, sino que lo estan construyendo.

Las expresiones se pueden validar desde el punto de vista numérico, pero ¢con cuantos valores sera
suficiente “probar” para determinar que dos expresiones son equivalentes? Si bien los alumnos aun no
cuentan con herramientas para dar una respuesta acabada a este interrogante, eso no impide instaurar la
duda e incertidumbre. Sabemos que por tratarse de expresiones lineales sera suficiente probar con dos
valores de figura y si la cantidad de fésforos coincide, nos daré la pauta de que estamos contando lo mismo,
solo con diferentes formulas.

Retomemos ahora la estrategia 7, que puede parecer extrafia que surja en los estudiantes, pero tiene mucha
riqueza matematica. ¢Por qué aparece esta regularidad? En este punto es interesante aprender a leer la
informacién que nos arrojan los simbolos. Tomemos una de las expresiones que relaciona el nimero de
figura con la cantidad de fésforos:

F=5n+1

¢ Qué informacion nos brinda? Para ello es necesario analizar cada sumando de la expresion. Por ejemplo,
5n denota a un multiplo de 5, pues n es un nimero natural. Un mdltiplo de cinco terminaen 0 o en 5. Sia un
multiplo de 5 le sumamos 1, obtenemos su siguiente y en consecuencia, terminara en 1 o en 6, tal como lo
observan muchos alumnos al analizar el patron numérico de la estrategia 7.

Notemos que existen otras expresiones de las cuales se puede desprender este andlisis, por ejemplo:
F=6+5n-1)

Estos andlisis y debates con los alumnos permitiran valorar la comprensiéon que ellos alcanzaron en los
contenidos abordados.

Pasemos a otra consigna, la cual conserva el mismo propésito que la consigna 1.

Consigna 2

Lucia estad aprendiendo a bordar en punto cruz. Decidid hacer una guarda en un
camino de mesa con el siguiente disefio:

% % % % % K
ool

a. (Es posible que haya culminado la guarda y le quedaron exactamente 86
flores? ;y 75 flores? Expliquen como lo pensaron.

b.  ¢Es posible realizar un calculo que permita conocer cuantas flores y cuantos
cuadrados quedaria en una guarda terminada? Explicar la respuesta.
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A diferencia de la consigna anterior, aqui desconocemos el largo de la guarda. Solo disponemos como
informacion una representacion grafica, la que nos comunica que el disefio final debiera comenzar y terminar
con flores.

Pasemos a describir algunas estrategias de conteo que realizan los estudiantes.

Estrategia 1. Una opcién sera continuar dibujando la guarda. Preguntar por una cantidad suficientemente
grande de flores (75 u 86) es una variable didactica que juega un papel importante, en tanto se hace dificil y
engorroso dibujar una guarda tan extensa, por lo que resulta necesario encontrar otra manera ‘mas
economica” de contar la cantidad de flores, o advertir una regularidad (sencilla, por cierto, en este caso).

Realizar el dibujo soluciona parcialmente el problema, pues los alumnos terminan advirtiendo que la cantidad
de flores debe ser un nimero par. La dificultad se encontrara cuando tengan que encontrar un patrén que
relacione la cantidad de flores con la de cuadrados. Puede resultar facil visualizar que, por cada cuadrado
que se agrega a la guarda, se bordan dos flores (partiendo de dos flores iniciales).

Los errores frecuentes que pueden surgir devienen de pensar que por cada cuadrado se agregan dos flores,
y olvidar las dos iniciales de la guarda; o bien, multiplicar la cantidad de cuadrados por cuatro, ya que hay
una flor por cada vértice del cuadrado, sin tener en cuenta las que se comparten.

En este punto, es importante buscar una forma de contar las flores sin necesidad de dibujar la guarda.
Obviamente, las “reglas” que surjan en los diferentes grupos de alumnos seran expresadas de manera verbal
en primera instancia, pues no se pretende apresurar el proceso de simbolizacién.

Estrategia 2. Hay cuatro flores por cada cuadrado, por lo tanto, multiplicamos por 4 a la cantidad de
cuadrados. Ahora tendremos que descontar la cantidad de flores compartidas, las cuales resultan ser el
doble de la cantidad de cuadrados disminuida en una unidad. Si con C denotamos la cantidad de cuadrados
y con F la cantidad de flores, una expresion que vincula ambas variables resulta ser:

F=4C-2(C-1)

Notemos que para esta estrategia tendremos como expresiones de conteo erréneas las siguientes: F = 4C
yF =4C - 2C.

Estrategia 3: Multiplicamos por 2 a la cantidad de cuadrados y agregamos 2 unidades iniciales, lo que nos
daria la cantidad de flores totales. En forma simbdlica, tendremos:

F=2C+2

Esta estrategia es facilmente determinada por los estudiantes y un ejemplo de ella lo tenemos en la Figura 5,
donde encontramos parte de la resolucion del problema realizada por un estudiante.

g2 -
R4+ = T6 ~ —

¥ e

Figura 5: Resolucion parcial del problema por parte de un estudiante

Hay que advertir que es mas facil encontrar la cantidad de flores conociendo la de los cuadrados, y es una
decision relevante que deben tomar los alumnos en el momento de probar alguna relacion.

En la puesta en comUn seré necesario que argumenten sobre el tipo de nimero que estan encontrando y las
justificaciones del caso. Por ejemplo, ;,qué informacién nos brinda la expresion F = 2C + 27

Como se multiplica por 2 a la cantidad de cuadrados, esto resulta ser un multiplo de dos y, por lo tanto, un
ndmero par. A su vez, sumarle 2 a un nimero par da por resultado otro nimero par. Esto nos lleva a concluir
que la cantidad de flores sera siempre un numero par. ;,Cual es el menor valor que tendremos en flores? La
respuesta es 4 y no necesariamente es obvia para los estudiantes, si se quedan analizando una expresion y
prescinden de la representacién grafica.
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Esto que acabamos de expresar guarda relacién con lo que Arcavi (1994) llama capacidad para manipular y
leer a través de expresiones simbolicas. Expresa que es necesario que el estudiante adopte una vision global
de las expresiones simbdlicas, puesto que agregan niveles de conexion y razonabilidad a los resultados v,
ademas, lo aparta de las manipulaciones automaticas o algebraicas.

9.4. Reflexiones finales

Apreciar las estrategias que desarrollan los alumnos, los conocimientos previos que ponen en juego, las
explicaciones y argumentos que brindan sobre la resolucién del problema (en la puesta en comun o entre
pares), el lenguaje utilizado para fundamentar sus respuestas, el modo en que relacionan conceptos,
propiedades o proposiciones, son insumos inevitables para valorar la comprension alcanzada en estas
tareas. No obstante, para valorar la comprension, sera indispensable la intervencion del docente y una
adecuada gestion de la clase, permitiendo que los estudiantes sean los que argumenten y defiendan ideas y
no el profesor el que muestra el modo “correcto” en que debe pensarse el problema.

En niveles mas bajos de comprension, serd habitual que las argumentaciones aludan a ejemplos
particulares, otorgando valores particulares a las variables y no puedan realizar una lectura de los simbolos o
expresiones trabajadas en la clase por otros estudiantes. Por otra parte, los estudiantes que alcanzan un
nivel de comprension medio, si bien recurren a ejemplos concretos, en primera instancia, lograr desarrollar
procesos de simbolizacidén e incluso, realizar generalizaciones (muchas veces de manera incompleta),
aunque dotando de sentido a cada término de una expresion. Por ejemplo, en la Figura 6 podemos advertir
un esbozo de generalizacién, donde se le asigna significado a un simbolo.

) ) ') / /7
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@ ,ugzal‘-“iﬂcm
Figura 6: Proceso de simbolizacion de un estudiante

Un nivel de comprension mas elevado se advierte en estudiantes que pueden prescindir rapidamente de
casos particulares para realizar validaciones y/o demostraciones, recurren intuitivamente a la simbolizacién
definiendo variables, hacen uso de conceptos, propiedades y procedimientos en las argumentaciones y
pueden generalizar patrones y comportamientos.

En la Figura 7 podemos notar el trabajo realizado por un estudiante que evidencié buena comprension sobre
los contenidos involucrados en las tareas que presentamos en la seccidn anterior.

€l wadrado Las 4 floces
Inicial de\ primec

(‘ /7 wadrado
(x-1).2 +4

\ ~ Las {lores por

: Cada wadrado
La contidad Sin contac el

de wadmados Cvodrado iniclal

Figura 7: Proceso de simbolizacién y significacién de un estudiante
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En los dos ejemplos anteriores (Figuras 6 y 7) se advierte la capacidad de seleccionar una posible
representacién simbolica por parte de los estudiantes. A ellos les corresponde, como lo expresa Arcavi
(1994), reconocer la propia insatisfacciéon con esa seleccion, y prestarle atencién e ingeniarse para buscar
una mejor. Arcavi también sugiere que se debe desarrollar, en los estudiantes, la conciencia de que es
necesario revisar los significados y sentido de los simbolos durante la aplicaciéon de un procedimiento, como
asi también, que logren comparar esos significados con las intuiciones acerca de los resultados esperados,
el proposito de su uso y el poder del mismo. Para estos procesos, inevitablemente se requiere de la
paciencia del profesor para aceptar comprensiones parciales de los estudiantes.
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Marco epistémico y didactico de referencia
del area de figuras compuestas

Mayra Alejandra Jiménez Consuegra y Marcel David Pochulu
10.1. Introduccién

La geometria es una de las ramas de la matematica a la que se dedica un espacio limitado en las clases y en
los libros de textos. Particularmente, en INFD (2010, p. 127) se expresa que:

El prestigio adquirido histéricamente en la disciplina se ha ido desplazando hacia otras ramas
que proporcionan nuevos registros de representacion y que habilitan un trabajo que puede
descontextualizarse de las figuras, una vez modelizadas las relaciones geométricas utilizando
ese nuevo sistema. Actualmente, la formacion matematica hereda los resabios de este
corrimiento, la geometria sintética -sin sistemas de referencias ni coordenadas- ha perdido lugar
en las aulas desplazdndose hacia formas més algebraicas.

Oliver, Rocerau, Valdéz, Vilanova, Medina, Astiz y Laviada (2003) reportan que normalmente los libros de
texto suelen disponer solo tres o cuatro unidades para geometria, con diferencias significativas en la cantidad
y calidad de las actividades que cada uno dedica a los temas de esta rama de la matematica. Este mismo
estudio reveld que se proponen pocas actividades geométricas y que no inducen a la formacion de los
conceptos, sino que éstos simplemente se enuncian (se comunican) y los ejemplos son escasos. Esto resulta
preocupante, pues asumimos que la geometria debe ser ensefiada en las escuelas en tanto se encuentra en
nuestro entorno inmediato y es la que modela el espacio que percibimos. En este sentido, Garcia y Lopez
(2008) expresan que la geometria ofrece a quien la aprende una oportunidad para emprender un viaje hacia
formas superiores de pensamiento, promoviendo el desarrollo de la percepcion del espacio, la capacidad de
visualizacién y abstraccion.

Dentro de la geometria, nuestro interés esta centrado sobre los contenidos que guardan relacion con el
calculo de areas de figuras compuestas, puesto que es un objeto matematico que va mas alla de realizar
calculos aritméticos y acarrea dificultades durante su ensefianza. Una de las dificultades mas evidentes es el
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uso inadecuado de los términos area y superficie, aunque estan intimamente relacionados, hacen referencia
a cosas distintas (Godino, Batanero y Roa, 2002). Ademas, la ensefianza de medidas de superficies parece
estar en relajacion, marcada por una unidad de medida y limitdndose al célculo directo del area usando
simplemente las férmulas (Castro, Flores y Segovia, 1997). Esto significa que usualmente se ensefia al
estudiante a calcular areas, pero no a explicar, argumentar y entender las implicaciones que tiene la relacion
que se establece entre las dimensiones de una figura cuando se realiza este calculo.

Por otro lado, el calculo de areas de figuras compuestas permite trabajar con la caracterizacion de las
superficies de los objetos y sus formas de comparacion. La actividad de medir superficies conlleva al
estudiante a fijar una unidad de referencia, comparar la cantidad medida y la unidad, expresarla por medio de
un nimero y atender al significado de este nimero (Castro, Flores y Segovia, 1997). En consecuencia, es un
objeto matematico que también posibilita el planteamiento de tareas que promuevan la exploracién y la
argumentacién de los estudiantes, si se suministran tareas apropiadas y se acompafia con una buena
gestién de la clase.

Teniendo en cuenta este marco contextual, presentamos un marco epistémico y didactico de referencia del
concepto de area de figuras compuestas, e indicadores de idoneidad epistémica para valorar las tareas de
calculo de area de figuras compuestas. Para los indicadores de idoneidad, empleamos herramientas del
Enfoque Ontosemidtico del conocimiento e instruccion matematica (EOS) de Godino (2013).

Finalmente, proponemos algunas situaciones problematicas referidas al tema que tienen una alta actividad
matematica y resultan idéneas para ser consideradas en la ensefianza del célculo de area de figuras
compuestas. En cuanto a la actividad matematica, se entiende como el desempefio, trabajo 0 quehacer que
el estudiante realiza ante una tarea determinada. En este sentido, la actividad matematica seréa valiosa si el
potencial matematico de la consigna es rico, el docente le asigna un rol activo al estudiante (es este Ultimo
quien encara la resolucién de la tarea) y el objetivo que se persigue es cognitivamente exigente (Barreiro,
Leonian, Marino, Pochulu y Rodriguez, 2017).

10.2. Marco epistémico del area de figuras compuestas

En el andlisis didactico sobre el concepto de area realizado por Corberan (1996), se muestra que muchos
matematicos abordaron problemas que implicaban calcular areas sin haber precisado este concepto. Daban
por supuesto que toda superficie limitada tiene un area. Un ejemplo de ello es el famoso problema de la
cuadratura del circulo que propusieron los matematicos griegos y que, posteriormente, fue solucionado por
Newton y Leibniz, a finales del siglo XVII.

Esta idea de area, como medida que proporciona el tamafio de la region encerrada en una figura geométrica,
se remonta a muchos afios atras. En el antiguo Egipto, la crecida anual de rio Nilo inundando los campos
motivo la necesidad de calcular el area de cada parcela agricola para restablecer sus limites. La situacion
impulso a los egipcios a inventar la geometria, segun Herodoto de Halicarnaso.

Los egipcios son conocidos en la actualidad por resolver problemas geométricos tales como el area del
triangulo isésceles, el area del trapecio isosceles y el area del circulo. Asimismo, los papiros encontrados dan
muestra de que conocian algunos casos particulares de la propiedad de los tridngulos rectangulos, que mas
tarde inmortaliz6 a Pitagoras (Baldor, 2004).

Fue el griego Antifon quien propuso el método de calculo de area de un poligono como la suma de las areas
de los triangulos, hacia el afio 430 a. C. No obstante, hallar el drea de una figura curva aun seguia
generando mayor dificultad. También aparece el método de agotamiento, que consistio en inscribir y
circunscribir poligonos en la figura geométrica, aumentando el nimero de lados de ellos hasta hallar una
aproximacion del area buscada. El llamado método de exhaucion de Eudoxo permitié un tratamiento riguroso
de los cémputos de areas y volimenes, entre ellos, obtener una aproximacién para calcular el area de un
circulo (Gonzalez, 2004; Struik, 1998).

El matematico griego Herdn de Alejandria combind la matematica griega con la oriental haciendo
aportaciones geométricas, de cdmputo y mecanismos. En sus escritos se puede evidenciar la “formula de
Herdn”, que permite calcular el area del triangulo en forma puramente geométrica, conociendo la medida de
sus lados (Struik, 1998). En simbolos esta formula expresa:

A= \/s(s —a)(s—b)(s—0)
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donde a, b y c son las medidas de los lados del tridngulo y s el semiperimetro.
Ahora bien, Flores (2002, p. 9) proporciona una definicidn formal acerca del calculo de area:

Medir la superficie de un poligono p es asignar un niimero a la cantidad de superficie de ese
poligono. Para ello se fija una cantidad de superficie [u] = U de M, representada por un
poligono (que suele tomarse cuadrado), a la que se llama unidad, y se busca el nimero que
permite obtener p a partir de U (es decir, el nimero m tal que p = m - U). A este nimero m se
le llama é&rea de p en unidad U.

Ademas, agrega que la cantidad de superficie de un poligono es Unica, e igual a la de cualquier otro poligono
obtenido por descomposicion y recomposicidn. Sin embargo, el area de este poligono es un nimero que esta
ligado a la unidad de medida establecida. No obstante, el concepto de area de figuras compuestas se aborda
en algunos textos clasicos de geometria (Rich & Thomas, 2009; Baldor, 2004; Wentworth y Smith, 2000,
entre otros) de forma explicita y en otros implicitamente al trabajar el concepto general de area.

Rich & Thomas (2009) definen el area de una unidad cuadrada como la superficie encerrada en un cuadrado
cuyo lado es 1 unidad, similar a la definicion aportada por Flores (2002). Por tanto, el &rea de una superficie
cerrada, tal como la de un poligono, es el nimero de unidades cuadradas contenidas en su superficie. A
partir de esta definicion de &rea, se establecen férmulas para el calculo de figuras poligonales (rectangulos,
triangulos, trapezoides, etc.), areas de circulos y sectores circulares. Posteriormente, el area de figuras
combinadas o compuestas puede calcularse mediante la determinacién de las areas individuales, seguida de
la suma o la resta de ellas, segun resulte conveniente.

En la Figura 1 se muestra el tipo de tareas que se proponen en el texto de Rich & Thomas (2009) para
abordar este concepto.

Figura 1: Tarea para el calculo de area de figuras compuestas en Rich & Thomas (2009, p. 194)

Para el célculo del area sombreada hay que tener en cuenta que es una figura compuesta por circulos,
semicirculos o sectores circulares, y se ponen en juego el concepto de area de un circulo y los
procedimientos de célculo asociados a él.

Baldor (2004) realiza una distincion entre los términos superficie y area. Con superficie se refiere a la porcion
de un plano que ocupa una figura, la cual puede ser cuadrada, circular o de otra forma, mientras que con
area se designa a la medida de una superficie. Establece que para determinar la medida de una superficie se
toma como unidad un cuadrado que tenga por lado la unidad de longitud. Ademas, agrega que en la practica
el calculo del area de una figura se efectia indirectamente, es decir, midiendo la longitud de algunos de los
elementos de la figura y realizando ciertas operaciones con dichas medidas.

Sin embargo, el area de figuras compuestas aparece de manera implicita en algunas tareas del banco de
ejercicios complementarios propuestos en este texto (ver Figura 2). Asimismo, cuando se aborda el area de
poliedros como prismas y piramides, sugiere las sumas de las areas que conforman las caras laterales para
el calculo de las areas totales.
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Figura 2: Tarea para el calculo de area de figuras compuestas en Baldor (2004, p. 231)

Wentworth y Smith (2000) definen el area de una superficie como la medida de esa superficie en unidades
superficiales, siendo esta Ultima la superficie tomada como unidad para medir la de otras. Comunmente, la
unidad superficial es la de un cuadrado cuyo lado es igual a la unidad de longitud. Estos autores mencionan
que el area de un poligono cualquiera se puede determinar descomponiéndolo en triangulos, sea por
diagonales o por rectas trazadas a los vértices por un punto interior, y calculandolas.

Ademés, Wentworth y Smith (2000) afirman que, en agrimensura, se emplea a menudo el método que
conlleva a trazar una de las diagonales mayores del poligono y las de los vertices restantes se trazan
perpendiculares a ella. El poligono queda dividido en tridgulos y trapecios, de manera que es posible calcular
el &rea total de la figura compuesta.

o -

Figura 3: Ejemplo de descomposicion de poligonos en Wentworth y Smith (2000, p. 199)

10.3. Marco didactico del area de figuras compuestas

La ensefianza del area es considerada uno de los conceptos que juega un papel importante en la
construccion de otros relevantes, como el de fracciones, integracion, porcentajes, volumen, etc. Asimismo,
contribuye al desarrollo de destrezas y habilidades matematicas como la resolucion de problemas,
razonamientos, la argumentacion, visualizacién, etc. Seguramente este es un motivo, entre otros, para que
sea incorporada en los disefios curriculares, presentando orientaciones especificas para su tratamiento y
considerandola como una de las magnitudes a las que mayor atencion se le presta en los primeros grados de
la educacién basica (Marmolejo y Gonzalez-Astudillo, 2015).
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En el trabajo realizado por Corberan (1996), se pone en manifiesto que el concepto de area se ha abordado
desde cuatro perspectivas (manifestaciones del area como las llama el autor):

- El érea como cantidad de plano ocupado por la supefficie: es la manifestacion del area como
cantidad de plano ocupado por la superficie, es la primera manifestacién con la que los alumnos
deben estar familiarizados. Por lo general, esta se trabaja realizando tareas de comparacién de
areas de superficies, mediante el uso de procedimientos de naturaleza geométrica, donde el nimero
esta ausente de cualquier razonamiento.

- El 4rea como magnitud autbnoma: en esta manifestacion se entiende el area disociada de la forma
de la superficie y del nimero que la mide. Esto permite disociar el area del perimetro, puesto que la
confusién entre estos dos términos es una de las mas habituales y mas arraigada entre los
estudiantes, y les lleva a cometer frecuentes errores. Esta manifestacion se trabaja realizando
tareas de comparacion de areas de superficies, de modo que se observe que superficies de forma
diferente pueden tener igual area, mediante el uso tanto de procedimientos de naturaleza
geométrica como de naturaleza numérica. La disociacion del area del numero que la mide es clave
en la comprension del papel que juega la unidad de medida y, en consecuencia, en la comprension
del proceso de medida. Es apropiado trabajar con tareas de medida del area de una misma
superficie, con el uso de diferentes unidades de medida.

- El area como numero de unidades que recubren la superficie: para que el estudiante entienda esta
manifestacion es necesario que comprenda el papel que juega la unidad de medida en el calculo de
areas. Trabajar la manifestacion del &rea ayudara a los estudiantes a enfrentarse significativamente
al estudio del &rea como resultante del producto entre magnitudes lineales. Por tanto, se debe hacer
realizando tareas de medicion basadas en la comparacion de las areas de dos superficies: una, la
superficie cuya &rea se desea medir y la otra, la considerada como unidad, utilizando
procedimientos de caracter numérico con uso de una unidad de medida bidimensional. De este
modo, la medida del area vendra dada por el nimero procedente de un recuento o conteo del
numero de unidades o fraccién de ésta que recubren exactamente la superficie.

- El area como producto de dos dimensiones lineales: hay que resaltar que a pesar de ser esta una
de las manifestaciones del area mas ensefiada a los alumnos, paraddjicamente, es la que posee las
mas altas cotas de incomprensién. Debemos ser conscientes del nivel de abstraccion y de
formalizaciéon que requiere la medicion de un area mediante célculos a partir de las dimensiones
lineales, y de ahi la dificultad de comprensién por parte de los alumnos de las formulas para el
célculo del area de algunas superficies. Por lo cual, se debe abordar esta manifestacion realizando
tareas de calculo de areas de superficies poligonales, que puedan ser descompuestas en
rectangulos y/o tridngulos, utilizando para ello la férmula para el célculo del &rea de estos poligonos.

Estas manifestaciones sefialadas por Corberan (1996) hacen alusién a la forma en la que regularmente se
ensefia el concepto de area, de acuerdo al nivel escolar de los estudiantes. De esta manera, el concepto de
area implica procesos que van mas alla de la simple utilizacién de la férmula.

El trabajo de Castro, Flores y Segovia (1997) menciona que la ensefianza del calculo de areas de superficies
geométricas se hace con base en las medidas de las longitudes de estas figuras. Esto supone un peligro
para la ensefianza de este objeto matematico, pues se considera la superficie como una magnitud que se
deriva de la longitud; ademas, la comprensién de superficie se reduce al calculo y a la mera aplicacion de
formulas. Los autores también hacen referencia a que el célculo de area depende de la forma geométrica
que se ha elegido como unidad de superficie, principalmente un cuadrado, lo cual es una eleccion practica
que les sirve a los estudiantes para resolver problemas generales. Las conclusiones dejan ver algunos
aspectos relevantes, por ejemplo:

- la necesidad de trabajar en forma paralela tanto aspectos geométricos como medidas de
superficies (tomando como unidades de medida el cuadrado y el tridngulo) asi como su relacion,
buscando promover el razonamiento analdgico, dado que este es considerado un potente método
para el descubrimiento matematico.

- el uso de férmulas para el célculo de area esconde conceptos matematicos diversos, necesarios
precisar y trabajarlos durante la ensefianza secundaria. Sugieren que el concepto de superficie
debe abordarse antes de algebrizar el empleo de las férmulas.
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Luelmo (2001) explica la importancia social de la medida (la cual se relaciona con el calculo de é&reas),
marcando las dificultades de su aprendizaje y los insuficientes resultados que se obtienen durante su
ensefianza. Sefiala que es necesario abordar la evolucién histérica del concepto ligada a necesidades
humanas y sociales, la realizacién directa de mediciones y su imbricacion en contextos significativos para el
alumnado. Menciona, ademas, que los profesores le suelen dedicar tiempo al desarrollo de este tema y, a
pesar de ello, los estudiantes no siempre relacionan adecuadamente el concepto de area con otros
implicados en cursos superiores (por ejemplo, con integral definida, o cuando asignan un valor negativo a la
medida de una superficie). En este sentido, sugiere la realizacidon de tareas que involucren e integren
diferentes contenidos de matematica, donde los alumnos puedan medir, estimar y manipular datos en
contextos reales y cotidianos.

Godino, Batanero y Roa (2002) consideran necesarios los conocimientos didacticos del profesor para
abordar la medida de magnitudes, resaltando aspectos como orientaciones curriculares, el desarrollo
cognitivo y progresion del aprendizaje, y las situaciones y recursos que se requieren para la organizacion de
la clase. Sefialan que un problema en la ensefianza de las medidas es que con frecuencia las palabras areas
y superficies son utilizadas de manera indistinta, y es necesario distinguir los conceptos, aunque se
relacionan. Sugieren que la palabra superficie se reserve para designar la forma del cuerpo o figura, mientras
que la palabra area deberia designar la extension de la superficie, donde el rasgo o caracteristica de los
cuerpos que se mide cuantitativamente es el area o extension.

En cuanto a la ensefianza del calculo de areas de figuras compuestas, hay poco reportado en la literatura.
Sin embargo, trabajos recientes como el de Jiménez-Gestal y Blanco (2017) presentan una propuesta en la
que es posible utilizar el teorema de PICK y las tramas cuadradas. Esto es un recurso para que los
estudiantes determinen el area de cierto tipos de figuras, entre ellas unas que necesitan ser descompuestas
para encontrar la medida de su superficie, tales como las que se muestran en la Figura 4.
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Figura 4: Tipos de figuras para el calculo de &rea en Jiménez-Gestal y Blanco (2017, p. 15)

Asi como existen diferencias entre los conceptos de superficie y area, algunos autores realizan la distincion
entre figura y dibujo. Para Parzysz (1988), la figura es un objeto geométrico descripto por el texto que la
define, mientras que el dibujo es una representacion de este objeto. La diferencia se encuentra en que un
dibujo nos esta mostrando ciertas relaciones que guardan relacion con los conocimientos que un sujeto tiene
sobre ella. Esto explica por qué, a veces, los estudiantes infieren de un dibujo ciertas propiedades que no
forman parte de la figura que estan dibujando. Por ejemplo, el dibujo de un tridngulo rectangulo con la
hipotenusa paralela o coincidente con los bordes de la hoja lleva a pensar que la figura no tiene angulo recto.
Asimismo, el dibujo de un cuadrado con sus diagonales paralelas o perpendiculares a los bordes de la hoja
induce a pensar que la figura no es un cuadrado, sino mas bien un rombo. Tener en cuenta la diferencia
entre dibujo y figura puede resultarnos didacticamente util para:
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a) cuestionarnos si la representacién de un objeto geométrico (dibujo) permite ver todas las
propiedades que caracterizan la figura (cuéles si y cuales no);

b) advertir que es imposible que un dibujo contenga todas las relaciones que caracterizan a la figura
involucrada en el problema;

c) discriminar las relaciones que se infieren del dibujo (imagen perceptiva) de las que son
efectivamente propiedades de la figura o cuales no lo son.

10.4. Indicadores de idoneidad epistémica para la valoracion de problemas de
calculo del area de figuras compuestas

Proponemos, a continuacién, un conjunto de indicadores que permitiran valorar la idoneidad epistémica de
las tareas que involucran el célculo de areas de figuras compuestas. Estos indicadores son una adaptacion y
adecuacion de los que propone Godino (2013), para valorar la idoneidad epistémica de procesos de
ensefianza y aprendizaje.

Es de destacar que los criterios de idoneidad epistémica que propone el EOS para cada componente son
enunciados que sirven para cualquier objeto matematico en estudio. No obstante, al tener un objeto
matematico definido (en nuestro caso, el calculo del area de figuras compuestas), se hace necesario
especificar cada indicador. Para ello, se recurrid a una revisién de las investigaciones en didactica de la
matematica que abordan el objeto de estudio y algunos documentos curriculares. En ellos, se especifican los
tipos de situaciones problemas que serian apropiadas para trabajar con estudiantes que inician el estudio del
calculo de area de figuras compuestas, los conceptos, propiedades y procedimientos adecuados al nivel
cognitivo, como asi también el tipo de argumentaciones y lenguaje que deberian estar utilizando en las
resoluciones.

La decisidn de elegir los lineamientos curriculares obedece al hecho de que en ellos se presentan acuerdos
de una comunidad académica, basados en revisiones bibliograficas e investigaciones sobre el significado
institucional de referencia para cada objeto matematico en particular. De alguna manera, los lineamientos
curriculares contienen algunas especificaciones mas precisas sobre los indicadores de la idoneidad
epistémica que deberia tener el significado intitucional de referencia.

Remarcamos que no se estan modificando los indicadores de idoneidad epistémica que propone el EOS,
sino méas bien operativizdndolos para un objeto matematico particular, que permitira la valoracion de las
tareas que podriamos proponer en una secuencia didactica o al seleccionarlas de un libro de texto.

En cuanto a las situaciones-problemas, el EOS les otorga un papel central (ellas permiten que se utilicen el
resto de los objetos primarios) y, por tanto, para alcanzar una alta idoneidad epistémica se requiere la
eleccién y adaptacion de tareas matematicamente ricas (Godino, 2013). Esto implica que esas tareas deben
estar contextualizadas y desafiar cognitivamente a los estudiantes, permitiendo la ejercitacion, la exploracion
y la aplicacion.

En cuanto al tema del calculo de area, regularmente se le otorga mayor relevancia a la asignacién nimerica,
pero en realidad este es apenas un subproceso del complejo proceso de medicidn, donde no necesariamente
se debe designar un nimero para decir que hubo medicién (MEN, 1998). De esta forma, recobran
importancia la estimacion, la asignacion de la unidad de medida, el rango de la magnitud y el transfondo
social de la medida.

En cuanto al componente del lenguaje, consideramos el uso de representaciones gréficas, verbales y
simbdlicas como medio para expresar y soportar el conjunto de reglas implementadas en las resoluciones de
las tareas. Este tipo de representaciones son importantes, porque permiten al individuo expresar conceptos e
ideas (Rico, Castro y Romero, 2000). Igualmente, el uso de estas representaciones depende en gran medida
de la informacion que se posea sobre un concepto determinado.

Por otro lado, en Godino (2013, p. 120), se alude que “aunque las situaciones problemas constituyen un
elemento central, el logro de una idoneidad epistémica alta requiere también atencién a las diversas
representaciones o medios de expresion, las definiciones, procedimientos, proposiciones, asi como las
justificaciones de las mismas”. Esto sugiere que las deficiciones que se establezcan en los textos deben ser
claras, correctas y apropiadas para el afio escolar al que es dirigido. Ademas, las situaciones planteadas
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deben permitir que se las relacione con deficiciones, propiedades y procedimientos, de manera que se
puedan seguir diferentes rutas para llegar a la solucion.

En Itzcovich (2005), se alude que los problemas en geometria se caracterizan porque ponen en juego una
variedad de propiedades de los objetos geométricos, y el dominio de estas propiedades son herramientas
que se utilizan en todo proceso deductivo. Sefala que “las argumentaciones a partir de propiedades
conocidas de los cuerpos y figuras producen nuevos conocimientos sobre los mismos” (ltzcovich, 2005,
p.13). De alguna manera, este autor establece una relacién entre objetos primarios que no solo posibilitan la
resolucion de la situacion, sino también la emergencia de nuevos conocimientos acerca del objeto de estudio.

Como se ha resaltado, un aspecto importante esta realcionado con la necesidad de solicitar argumentos en
las situaciones que se plantean. Itzcovich (2005) propone algunos problemas para ejemplificar, en ellos se
requiere comparar medidas de areas de superficies sin medirlas directamente, haciendo necesario interpretar
las relaciones que sugiere el calculo de las areas de las figuras que aparecen, de manera que los
argumentos deductivos son los que permiten determinar finalmente la solucion de la situacion.

Teniendo en cuenta lo descrito anteriormente, en la Tabla 1, se muestran los indicadores generales de
idoneidad epistémica tal como son planteados por el EOS vy, bajo el epigrafe de “criterios especificos”, se
describen los indicadores especificos que proponemos.

Tabla 1. Componentes e indicadores de idoneidad epistémica para el calculo de area de figuras compuestas

Componente Criterios

Situaciones- Criterios generales

roblemas . . Lo
P = Se presenta una muestra representativa y articulada de situaciones de

contextualizacion, ejercitacion y aplicacion.
=  Se proponen situaciones de generacion de problemas (problematizacién).

Criterios especificos

Se deberian abordar problemas en los que la asignacion numérica de la medicion
sea vista como un subproceso del proceso de medicion, lo cual implica el
planteamiento de:

= Situaciones donde se requiere realizar la estimacién de la medida de ciertas
superficies.

= Situaciones que permitan trabajar con unidades de medidas apropiadas para el
rango de esta magnitud.

= Situaciones que posibiliten explorar diferentes técnicas y procedimientos para la
medicion de las superficies.

= Situaciones que requieran realizar el proceso medicién de superficies con
trasfondo social dominable para el estudiante.

Criterios generales

Lenguaje = Uso de diferentes modos de expresion matematica (verbal, grafica, simbdlica...),
traducciones y conversiones entre los mismos.
= Nivel del lenguaje adecuado a los nifios a que se dirige.
= Propuesta de situaciones de expresién matematica e interpretacion.

Criterios especificos

= Se promueve la utilizacién de representaciones graficas, simbolicas y verbales
en la resolucion de las tareas.
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Criterios generales

= Las definiciones y procedimientos son claros y correctos, estan adaptados al
nivel educativo al que se dirigen.

= Se presentan los enunciados y procedimientos fundamentales del tema para el
nivel educativo dado.

= Se proponen situaciones donde los alumnos tengan que generar 0 negociar
definiciones proposiciones o procedimientos.

Criterios especificos

= Se presentan con claridad los términos de area y superficie en el planteamiento
de las situaciones.

= Se requiere el dominio e identificacién de propiedades de las figuras planas y
cuerpos geomeétricos necesarios para calcular la medida de sus superficies.

= Se necesita el reconocimiento de los atributos especificos de las figuras y
cuerpos geométricos, como numero de lados, angulos, numero de caras iguales
para el calculo de sus areas.

= Se suscita la exploracién de distintos caminos para solucionar las situaciones
que involucran la medida de superficies.

= Se plantean situaciones donde se requiera hallar la medida de superficies de
diferentes figuras, poniendo en juego definiciones y propiedades de las mismas.

= Se componen y descomponen cuerpos geométricos para realizar las medidas
de su superficie exterior.

Criterios generales

= Las explicaciones, comprobaciones y demostraciones son adecuadas al nivel
educativo al que se dirigen.
=  Se promueven situaciones donde el alumno tenga que argumentar.

Criterios especificos

= Se solicitan explicaciones y comprobaciones de los procedimientos realizados
para calcular el area de una figura compuesta.

= Se requieren descripciones y explicaciones de los métodos empleados al
calcular el area de la superficie exterior de cuerpos geométricos.

Criterios generales

= Los objetos matematicos (problemas, definiciones, proposiciones, efc.) se
relacionan y conectan entre si.

= Se identifican y articulan los diversos significados de los objetos que intervienen
en las préacticas.

Criterios especificos

= Se corresponde el concepto de area de figuras compuestas con las
propiedades, procedimientos, argumentos y el lenguaje puesto en juego en la
resolucion de las situaciones.

10.5. Problemas para el calculo del area de figuras compuestas

Proponemos, a continuacién, una seleccién de problemas que se ajustan al marco epistémico y didactico de
referencia descripto anteriormente, por considerarlos con un alto potencial matematico. Para determinar el
potencial matematico de una tarea tuvimos en cuenta los indicadores que establecen Barreiro et al (2017, p.
27), entre ellos: “las posibilidades de exploracion que la consigna habilita o no y las posibilidades de
argumentar sobre la validez de la resolucién o de la respuesta”.
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Consideramos valioso que una consigna pueda admitir diferentes posibilidades de exploracion y
argumentacion, porque le permitiria al estudiante tomar decisiones, organizar sus intentos 0 modos para
abordar la resolucion, recurrir a heuristicas o utilizar distintas habilidades generales matematicas, reflexionar
sobre sus intentos para sostenerlos o descartarlos, establecer una manera de explicar el porqué de la
respuesta y validar las conjeturas que emergen del proceso.

Para las instancias de resolucidén de problemas, se asume que el docente gestionara la clase teniendo en
cuenta algunos criterios que establecen Barreiro et al (2017):

- Evitar dar mas informacién que la estrictamente puesta en juego en la pregunta/respuesta del
estudiante,

- Intervenir desde la l6gica que siguio el estudiante y no desde la que el docente tiene pensada la
resolucion experta del problema,

- Estimular en el estudiante el desarrollo de estrategias de autocontrol,

- Evitar realizar intervenciones solo cuando lo que el estudiante hizo esta mal,

- Pedir explicaciones aun cuando la respuesta dada por el estudiante sea correcta.

Este modo de gestionar la clase tiene por proposito alentar los procesos de argumentacion y que los

estudiantes puedan conjeturar, demostrar y validar. A su vez, se busca que sea el estudiante quien llegue al
conocimiento a través de sus propias conclusiones y no por medio de un conocimiento aprendido.

Lo mencionado anteriormente muestra que, ademas de proponer actividades para la clase, es importante
generar orientaciones para el profesor y asi favorecer sus practicas cuando aborde temas como el de calculo
de areas, con la intencién de minimizar el abuso del lenguaje y los errores didacticos que obstaculizan el
proceso.

Para cada situacion problema que presentamos, describimos un posible camino de resolucion que podria
realizar el estudiante. En la descripcion sefialamos algunos de los objetos primarios (situaciones, conceptos,
propiedades, procedimientos, argumentos y lenguaje) que se ponen en juego.

El primer problema es una adaptacion, a los principios enunciados en este trabajo, de una actividad
propuesta por Angeles, Guerrero, Loyola y Preisser (2015, p. 44).

Problema 1

Se van a construir dos modelos de casas

para pajaros, con las medidas que muestra

la ilustracion. Para ello, se empleara una

hoja de madera Triplay que mide 122 cm x

244 cm.

a) Antes de hacer los calculos, estima si
la hoja de Triplay sera suficiente para
construir las dos casas. Fundamenta
tu respuesta.

b) Determina el costo que se tendria en madera para construir ambas
casas. Explica los procedimientos que usaste.

Casa 2
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Estimar si el Triplay de medidas 122 cm X 244 cm es suficiente para construir las casas de pajaros,
supone que el estudiante razone poniendo en juego sus habilidades para dar una respuesta cercana al
resultado exacto (argumento basado en el procedimiento). Esto requerird tener presente todas las partes
constitutivas de cada casa de pajaro, pensando que se tiene un dibujo plano que representa un cuerpo
tridimensional.

La casa 1 requiere de 7 piezas, las mayores se pueden ver como rectangulos cuyas medidas son de
30cm X 20cm y 35cm X 20 cm . No obstante, los dos laterales, por tener 20 cm X 20 cm,
conforman una pieza de 20 cm X 40 cm. La casa 2, en tanto, requiere de 6 piezas; la mayor es un
rectangulo de 40 cm X 20 cm. Hasta ahora tendriamos que obtener 12 piezas de 40 cm X 20 cm. Si
consideramos que las bases de ambas casas de pajaros son de 20 cm X 20 c¢m, también conforman una
pieza de 20 cm X 40 cm. En sintesis, nos alcanzarian 11 trozos de 20 cm X 40 ¢cm para las 13 piezas
que se requieren.

Si disponemos las piezas de 20 cm de ancho sobre el lado del Triplay que mide 122 ¢m, logramos ubicar 6
de ellas y a lo sumo, ocupamos 40 cm del largo (tenemos 244 cm en total). Con el mismo procedimiento,
ubicamos 6 piezas mas y nos quedaria una mas para totalizar las 13 piezas de las dos casas. Esto nos lleva
a ocupar mucho menos de la mitad de la hoja de Triplay (Figura 5).

1 7 =1 2
2 8
3 9
4 10 1
5 12 13
_________ 6 Triplay

Figura 5: Estimacién de madera en I1&mina de Triplay

Para determinar el costo de madera es necesario determinar la cantidad de Triplay necesario para construir
cada una de las casas. Esto nos lleva a calcular el area de cada una de las partes (base y caras) que la
conforman. Entonces, el area de la casa 1 es:

A, = 2(20-30) + 3(20 - 20) + 2 [(20 -20) + (20215)]

Luego,
A; = 1200+ 1200 + 100 —» A; = 3500 cm? (concepto y procedimiento rea de figuras planas).

El area de la casa 2 es:

A, = (20-20) + 3(30 - 20) + 2 [(20 -30) + (10;20)]

Luego:
A, =400 + 1800 + 1400 — A, = 3600 cm? (concepto y procedimiento area de figuras planas).

Si analizamos con detenimiento las figuras involucradas, vemos que la cara frontal de la casa 1 es un
pentagono irregular y, para obtener su area, es preciso dividirlo en poligonos mas sencillos, cuyas areas se
puedan calcular con la informacién dada en la figura. Uno de los caminos es partir el pentagono en un
cuadrado de lados 20 cm y en un triangulo de base, 10 cm y altura 20 cm. Luego, el area en cuestion
resulta de sumar las areas de estas dos figuras (argumento basado en el procedimiento).
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En cuanto a las caras laterales de la casa 2, se observa que dos de ellas tienen forma de trapecio. Si bien
hay una férmula para hallar su area, un camino posible es partirlo en dos poligonos: un rectangulo de
20 cm x 30 cm y un triangulo de base 10 cm y altura 20 cm. De esta manera, la suma de sus &reas resulta
ser el area del trapecio que representa una de las caras de la casa (argumento basado en el procedimiento).

Determinar el costo de la madera utilizada puede hacerse de varias maneras. Un posible camino es hacerlo
con proporciones (regla de 3 simple, la cual involucra un concepto y un procedimiento). Con certeza los
estudiantes querran conocer el costo del Triplay completo, pues les resulta mas facil dar un valor numérico
para el costo y no una proporcion. En nuestro caso, se emplean 3500 cm? + 3600 cm? = 7100 cm?
sobre un total de 29768 cm? que tiene el Triplay, lo cual representa un 23,85% del costo de la lamina
completa, sin considerar los desperdicios. Aproximadamente podemos considerar un 25% del valor que tiene
el Triplay.

El segundo problema también es una adaptacion, a los principios enunciados en este trabajo, de una
actividad propuesta por Angeles, Guerrero, Loyola y Preisser (2015, p. 44).

Problema 2

A un carpintero le han pedido que presente presupuestos de varios
modelos de repisas de madera. Los modelos son los que muestra la
ilustracion, donde las medidas estan dadas en centimetros.

a. Antes de hacer los calculos, estima cual modelo de repisa requiere
mas madera. Fundamenta tu respuesta.

b. ¢ Ambos modelos de repisa tendrian el mismo presupuesto? ;por qué
si o por qué no? Explica tus respuestas.

Modelo 1 Modelo 2 _

Estimar cual de los dos modelos requiere mas o menos cantidad de madera para su construccion, dara lugar
a argumentos basados en los procedimientos que realice el alumno. Ambas repisas pueden pensarse como
la composicion de figuras mas simples (procedimiento). Asi, por ejemplo, el modelo 1 y 2 comparten un
rectangulo de iguales dimensiones (30 cm x 50 cm) y los soportes del modelo 2 devienen de hacer una
division de un soporte del modelo 1. Por otra parte, el modelo 1 tiene una semicircunferencia en los extremos
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de radio 15 cm y puede pensarse que esta contenida en el cuarto de circunferencia, de radio 30 cm, del
modelo 2. En consecuencia, el estante del modelo 2 tiene mas madera que el del modelo 1, pero los
soportes del modelo 2 requieren menos madera que los del 1.

Llegado a este punto habrd que tomar decisiones. Por ejemplo, la circunferencia de radio 15 cm tiene
aproximadamente la misma area que un cuarto de circunferencia de radio 30 c¢m y los estantes del modelo 2
pueden formarse haciendo una descomposicién de los estantes del modelo 1. En la Figura 6, pueden
correlacionarse las figuras con igual color, estimando que tienen la misma area.

Figura 6: Descomposicién de figuras y comparacion de areas

Queda por discemir si un rectangulo de 30 cm y 25 c¢m tiene menor, mayor o igual area que un cuarto de
circulo de radio 30cm (marcados con signos de interrogacion en la Figura 6). Se puede argumentar que el
rectangulo tiene area mayor, pues podemos hacer una particion del cuarto de circulo para que quede
contenido en él y nos sobraria espacio. Esto nos lleva a decir que el modelo 1 requiere de mayor cantidad de
madera que el modelo 2.

Nos queda por hacer los calculos para establecer la cantidad de madera que requiere cada modelo. Notemos
que el primer modelo esta conformado por un rectangulo de 50 cm x 30 cm, dos medios circulos de
didmetro 30cm y dos trapecios de altura 25 cm y bases 30 cm y 40 cm. El &rea del modelo 1 resulta de
sumar las areas de estos poligonos

30+ 40
A1=(50-30)+(n-152)+2-25< )

Luego, 4; = 3956.9 cm? (concepto y procedimiento area de figuras planas).

En cuanto al modelo 2, esta conformado por un rectangulo de 50 cm x 30 cm, dos cuartos de circulo de
radio 30 cm y dos tridngulos con base 25 cm y altura 40 cm. Entonces:

- 302 25 - 40
A, = (50-30)+2 (" +2( )

2

De donde tenemos que 4, = 3913.7 cm? (concepto y procedimiento area de figuras planas). Con ambos
resultados, podemos argumentar que efectivamente el primer modelo requiere mayor cantidad de madera.

Para el segundo item, hay que argumentar sobre los presupuestos y las respuestas seran variadas. Se podra
argumentar que la diferencia en la cantidad de material no es significativa para establecer presupuestos
diferentes, en tanto el modelo 1 requiere un 1.1% mas de madera que el modelo 2.

Para quienes sostengan que es necesario establecer diferencias en los presupuestos, los argumentos
podran ser variados. Por ejemplo, apelar a la diferencia de cantidad de material y establecer que el
presupuesto del modelo 1 debiera ser un 1.1% (0 mas) superior al del modelo 2.

Otro argumento es pensar en desperdicios de madera, imaginando que requerimos piezas rectangulares
para cada una de las piezas que conforman los modelos. Para el modelo 1, se requeriria de una tabla de
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80 cm X 30 cm para el estante y dos tablas de 25 cm X 40 cm para los soportes; esto hace un total de
4400 cm? de madera.

Para el modelo 2, en tanto, se requeriria de una tabla de 110 cm X 30 cm para el estante y una de
25 cm X 40 cm para los soportes, la cual se podra dividir en dos, a través de la diagonal del rectangulo.
Esto hace un total de 4300 cm? de madera.

Nuevamente, la diferencia no es significativa y sigue siendo el modelo 1 el que demanda mayor cantidad de
material para su construccion.

El tercer problema resulta ser una adaptacion de una actividad propuesta por Angeles, Guerrero, Loyola y
Preisser (2015, p. 45).

Problema 3  pg, 2
Para fabricar calendarios de escritorio, como el i
de la ilustracion, una imprenta dispone de
pliegues de carton de 70 cm x 95 cm.
¢Cuantos calendarios podra hacer si quiere
tener el minimo desperdicio? Fundamenta tu

respuesta. 0 | 5
6(4

Para la resolucién, un estudiante puede proceder a dibujar el pliego de cartulina a escala (lenguaje grafico) y
buscar disponer el desarrollo plano del calendario. Hay que tener presente que sera necesario tener en
cuenta el solapado que se requiere para armar el calendario. Podemos pensar que el solapado es minimo,
razén por la cual anexamos 1 cm en el largo del desarrollo plano o despliegue del calendario, como se
muestra en la Figura 7.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

18 cm 18 em 6 cm §

23 cm

44 cm

Figura 7: Despliegue del calendario

Determinar la cantidad de calendarios que salen de un pliegue de cartén, podemos hacerlo de varias
maneras. Por un lado, a través del calculo de areas, aunque esto no garantiza que efectivamente puedan ser
cortados. Siguiendo este camino, tenemos que el pliego de cartulina tiene la siguiente medida de superficie:

A=70cmX95cm = 6650 cm?
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Por otra parte, el pliego del calendario tendré la siguiente medida de area:
A, =23 cm x 44 cm = 1012 cm?

Si llevamos a cabo el procedimiento de division, 6650 cm? +~ 1012 cm? = 6.57, encontramos que
pueden sacarse 6 calendarios y se desperdicia un poco mas de la mitad de uno (concepto y procedimiento
area de un rectangulo). No obstante, este argumento es insuficiente, porque se requiere mostrar que los seis
calendarios efectivamente pueden ser cortados del pliegue de cartdn. Ser& necesario advertir, por ejemplo,
que de los 70 cm que tiene un lado del pliegue del cartdn, pueden disponerse tres anchos de 23 cm del
calendario. De los 95 cm del largo del pliegue de cartdn, facilmente se pueden colocar dos largos del
calendario de 44 cm. En consecuencia, si podemos recortar los 6 calendarios que anticipaba el calculo
realizado.

Otra manera de hacer la estimacién de calendarios es efectuando dibujos a escalas del pliegue de carton y el
modo en que podrian ser cortados (Figura 8).

Disposicion 1 Disposicion 2

Figura 8: Diferentes disposiciones de corte del pliegue de cartén

Pasemos ahora al problema cuatro, disefiado para explorar en un ambiente de geometria dindmica y se
puede clasificar como no rutinario, en tanto la informacion que se suministra o bien es insuficiente o0 hay
datos que sobran, no existe un Unico camino para abordarlo y por lo tanto, se ponen en juego distintas
estrategias de resolucién. Asimismo, pueden existir varias soluciones 0 bien no tener solucion alguna.

Problema 4

Establecer diferentes estrategias para calcular el area de un cuadrilatero
no clasificable. Fundamentar la respuesta.

Al tratarse de un cuadrilatero no clasificable, se nos informa que no es una figura conocida como el
rectangulo, cuadrado, rombo, trapecio, romboide, entre otros (conceptos). En consecuencia, una primera
estrategia sera descomponerlo en figuras mas simples, empleando los procedimientos que describen
Wentworth y Smith (2000). Esto es, descomponer al cuadrilatero en figuras sencillas (dos triangulos, en
nuestro caso).

Por tanto, tomamos un cuadrilatero ABCD cualquiera (aunque no deja de ser un caso particular) al que le
trazamos la diagonal mayor BD (también podria haber sido la menor). Posteriormente, determinamos las
alturas de los dos triangulos que quedan conformados, como puede apreciarse en la Figura 9.
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Entonces, el calculo de la medida del area se reduce a calcular el area de dos triangulos que comparten la
base y tienen alturas diferentes (concepto y procedimiento). Llegado a este punto, resulta relevante debatir
sobre la posibilidad de conocer las longitudes que requerimos, pensando que podria tratarse de una situacién
real, como por ejemplo, area de un campo. Si bien el procedimiento puede ser adecuado al realizarlo en una
hoja de papel, se vuelve mas dificil cuando la figura deviene de contextos reales (bosque, campo, efc.).

Figura 9: Descomposicién de un cuadrilatero en dos triangulos

También podria calcularse el area de los dos triangulos empleando la formula de Herén, en tanto requiere
conocer solamente la medida de sus lados. En este caso, tendriamos que determinar las longitudes de los
lados del cuadrilatero y de una diagonal (procedimientos). Nuevamente queda por determinar si resulta mas
practico determinar la diagonal mayor o la menor (en caso de ser diferentes), si se trata de un problema en
contexto de la realidad.

Continuemos pensando en estrategias de calculo para la medida del area de un cuadrilatero. Podemos usar
una propiedad de los triangulos, la cual establece que “si dos triangulos comparten la misma base y la misma
altura, aunque no tengan la misma forma, tendran la misma area”. Trazar una recta paralela a la diagonal
BD que pase por el punto C del cuadrildtero ABCD, nos permite construir un conjunto de triangulos con
areas equivalentes (Figura 10).

Figura 10: Tridngulos con la misma base y altura sobre la diagonal del cuadrilatero
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Consideremos el triangulo con vértice en el punto |, el cual es la interseccion entre la recta que contiene al
lado AB y la paralela a la diagonal BD que pasa por el punto C del cuadrilatero ABCD. Este triangulo, el
IAD, tiene el lado IB sobre la misma recta que contiene al AB. Por tanto, el tridngulo IAD tiene la misma
area que la del cuadrilatero ABCD. Si bien la estrategia puede resultar poco practica en la resolucién de un
problema del entorno cotidiano, no podemos desestimar la riqueza matematica que involucra.

Las posibilidades de exploracion del problema son amplias, como puede advertirse. Podriamos encontrar un
triangulo isésceles que tenga la misma area del triangulo IAD y, a continuacién, el rectangulo que sea
equivalente en area. Con este procedimiento hallariamos un rectangulo con area equivalente a la del
cuadrilatero ABCD.

En la Figura 11 hemos buscado el punto medio K del segﬂentomy trazamos la mediatriz (concepto y
procedimiento). Posteriormente, trazamos la recta paralela a 14 que pasa por el punto D. La interseccion de
esta recta con la mediatriz de A determina el punto L.

!
!
!
! .-
/
!

[} —
Figura 11: Rectangulo, triangulo isdsceles y cuadrilatero con areas equivalentes

El triangulo isdsceles IAL (concepto) tiene la misma area del triangulo IAD y del cuadrildtero ABCD
(argumento). Trazando la perpendicular al segmento IA (concepto y procedimiento), se interseca a la recta
paralela en el punto N. Asi resulta que el rectdngulo IKLN tiene la misma area que el tridngulo isosceles
IAL y el cuadrilatero ABCD.

10.6. Reflexiones finales

Pensamos que haber establecido criterios de idoneidad epistémica para la valoracion de las tareas, referidas
a calculo de areas de figuras compuestas, le permitira a un profesor disefiar o reformular actividades de
clases adecuadas no solo desde el punto de vista didactico, sino también epistemoldgico.

Creemos que hemos logrado mostrar, a lo largo del capitulo, una alternativa para trabajar el célculo de areas
de figuras compuestas. En particular destacamos que, en las situaciones problemas que presentamos, la
actividad matematica no se reduce al uso algoritmico de férmulas (aspecto muy criticado en las
investigaciones sobre el tema), sino mas bien se busco trabajar con relaciones entre conceptos, propiedades
y procedimientos matematicos, con procesos relevantes como la exploracién, estimacién e intuicion.

En este sentido, es preciso resaltar que este tema en particular de la geometria invita a poner en juego
tareas en contextos diversos, relacionadas con el entorno cotidiano del estudiante y con un alto potencial
matematico. Solo se requiere de un profesor que redescubra el poder que tiene la geometria para plantear
buenos problemas en la clase de matematica.
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